CAB:_'FULO |

APYAAIARP AR

Guillaume Francois Antoine Marquis de
L’Hospital

Nacié en 1661 en Paris, Francia. Falleci el 2 de
febrero de 1704 en Paris. L'Hospital escribio el
primer fibro de calculo en el afio 1696, el cual _.
estuvo influenciado por las lecturas gque e S,
realizaba de sus profesores Johann Bernoulli
Jacob Bernoulliy Leibniz.

L' Hospital sirvié como oficial de cabatleria. pero
tuvo que retirarse a causa de su miopia. Desde
ese tiempo dirigid6 su atencidn hacia las
matematicas y aprendid calculo de su maestro
Johann Bernoulli en 1691. L’ Hospital era un
competente matematico, su fama se desprende
de su libro “Analyse des infiniment petits pour

lintelligence des lignes courbes” (1 692). .
En este libro creé la regla que ahora se conoce e

como regla de L'Hospital para encontrar el limite %@ : £

de una funcién racional, cuyo numerador y feieinae 0 ¢
. . ng N - -.- :_':'_'-: -

denominadortienden a cero. et L

Regla de |'Hospital
El concepto de derivada que se aplica al caso

clasico de ia velocidad y la caida de los cuerpos
y, un detalle metodoldgicamente importante, Ja
aplicacion de conceptos en las propias
matematicas.
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La masa de x centimetros del lado 1zquievdo de una cuerda no homogénea de 10 centimetros de

largo es x° gramos, como se indica en la figura 1.

Por ejemplo, la parte correspondiente al intervalo [0; 5] sobre la cuerda tiene una mmasa de
5* =25 gramos. La masa en el mtervalo [0; 6] es 6" =36 gramos. En consecuencia, la masa en el
mtervalo [5; 6] es 36 — 25 = 11 gramos. De manera sinular; la masa en el mitervalo [6;7] es
7°—6" = 49-36 = 13 gramos. De manera similar, la masa en el intervalo [6;7] es

7°~6° = 49-36 = 13 gramos. éCudl es la densidad, en gramos por centimetro, del material en x =27

SOLUCION Para estimar la denstdad de la cuerda a 2 centimetros de su extremo izquierdo, se
examina la masa del matenial en el intervalo corto [2; 2,1]. (Véase la figura 2).

El matenial en el intervalo [2; 2,1] tiene una masa de 2,1 2_2 gramos, que es igual a 4,41 —-4=0,41
gramos. Asi, la densidad media para este intervalo es 0,41/0,1 =4,1 gramos por centimetro.

Mejor que hacer otro estimativo, considérese la densidad en el pequerio mtervalo tipico [2; 2+ 1],
La masa en este intervalo es (2+h)°-2° gramos.

| . . __I
X centimetryos
| | Cuerda

Liviano 1 Pesada
1, b) 10
| SIS 7

25 granios

- — /

Esta parte de la cuerda tiene una masa
de x° gramos

Figura l
La masa en el intervalo es 2 -1°—2° granos.

FiguralZ

Elmtervalo tiene longitud h centimetros. Entonces, la densidad de la materia en este intervalo

AN

@rip-2
h

= 4 4+ h gramos por centimetro

| Cuando h se aproxima a 0, este cocrente se aproxima a 4, y se dice que la densidad en un punto

a 2 centimetros, medidos desde el extremo izquievdo de la cuerda, es de 4 gramos por centimetro.

I En térmnos de limtes

| 2 2
. Yy - 2°
Densidad en 2= lim (Ethy -2 4

I h—{) }

Fuente: Calculo— Shennan K Stein



. Formar las bases para el andlisis mateméu - :

INTRODUCCION

Bernard Bolzano nacio en Praga en 1781. Hijo de un anticuario italiano y de madre alemana, opté
por la catedra de matematica en la universidad.

Fue Bolzano quien present6 rigurosamente la definicién de funcion continua, asi como la diferencia
entre la continuidad y la diferenciabilidad de una funcién, en una memoria publicada en 1817, donde
aparece su famoso teorema respecto a las funciones continuas sobre un intervalo.

Para tal fin, al igual que B. Augustin Cauchy, se basaba en el concepto de limite; pero a diferencia de
este, Bolzano hizo la distincion entre continuidad y diferenciabilidad, aunque en aquella época todas las
funciones continuas eran diferenciables. Cre6 una funcién real de variable real continua en un intervalo
cerrado y sin derivada en ningiin punto, recogié en una memoria denominada “Teoria de Funciones”.

Bolzano sistematizé el concepto de funcién continua, dédndole caracter local, e introdujo la
continuidad por la izquierda y por la derecha. Su obra no fue conocida hasta fines del siglo XIX, por ello
muchos de sus resultados fueron redescubiertos por otros matematicos.

El 31 de octubre de 1815, nacié Karl T. W. Weierstrass en Ostenfelde (Westfalia). A los 14 anos inicio
s estudios de Bachillerato y consiguio el titulo de mejor alumno.

En 1834 realiz6 estudios que le permitieron desarrollar tareas administrativas y de jurisprudencia.
Tres afos después las abandoné para consagrarse a las matematicas, definitivamente, desde 1841 a
1854. Trabajo de maestro y, a pesar de su orientacién educativa, se dedicé a seguir investigando en
matematicas sin tener contacto con otros colegas de su tiempo. Sus publicaciones le permitieron
incorporarse a la Universidad de Berlin, donde seria profesor titular a partir de 1863.

Weierstrass fundamento el andlisis con el maximo rigor posible, sin tener que recurrir a la intuicion
y, aunque publico poco, sus ensenanzas en la universidad le otorgaron numerosos discipulos.

Los limites se aplican actualmente en las diferentes ramas de la ciencia; para realizar
aproximaciones, cuando no se puede obtener valores exactos; asi como también para determinar valores
maximos y minimos que puede asumir una expresiéon matematica, en cualquiera de sus formas.
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Es la imagen de una funcién cuyo dominio
es el conjunto de los nimeros naturales y
contradominio los nimeros reales.

f(1) = a,
f(2) = a,
f(;l) = a,

N

IDEFINICIONES |PREVIAS

Ejemplos:

1. Elconjuntodenimeros2;7;12;17;...;32es
una sucesion finita, el término n—ésimo viene
dado pora_ =f(n)=2+5(n-1)con n=1,2,3,..7

2. El conjunto de nameros 0,6 ;0,66 ; 0,6666 ; ..
es una sucesion de infinitos términos, Cuyo
término n—esimo viene dado por:

a _2 1- |
T3 107

3. El conjunto de nimeros 2; 4; 16; 256; ...; 2°
que tiene una ley de formacion.

A -{2
n+l — 2
an

sin=0
sineN

sseq, o

TIPOS DE SUCESIONES

_;‘ P T Pr v

1. SUCESIONES ACOTADAS Y NO ACOTADAS
Si el valor absoluto del n—ésimo término de la
sucesion {a, } es menor que un namero real
positivo M, se dice que la sucesion {a, } es acotada
(M se lama cota de la sucesion), de lo contrano la
sucesion es no acotada. Es decir, {a,} es acotada

si y sOlo si existe M>0, tal que |a, | <M VneN.

2. SUCESIONES MONOTONAS
Una sucesién {a,} es monétona decreciente

siysolosi a_, =2a_,, obien ménotona creciente si

ysolosi a, <a_., paratodo ne N

e S§ia,<a,,, la sucesion es estrictamente
creciente y si a,>a,,, la sucesion es
estrictammente decreciente.

e Si a,=2a,,; lasucesion no es creciente y sl

a, <a, ., lasucesidon no es decreciente.

» Sia,=a,,lasucesion es constante.
¢ Sia.,.a,, <0 la sucesidon es de signos
alternados.
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Ejemplo 1
({Cuales de las siguientes sucesiones son acotadas
y cuales no?

) )

o o)

n’ -1
) {n—l }

3 sin=0
d) a“*‘"{an sine N
Resolucion:

1 { 11,1 }
] LIt
) {nz} 4’9’16

1
Vemos que ?SI VneN

]
= {Eﬁ'} es acotada



CAPITULO Vi Limites

nm
b) {sen ——}
2
Sabemos que -1<sen %’E <1

nmn
= {sen—z—-} €es acotada

b) {a,, }/an :[JH]]

C) an+1=3‘—an R a] =]

o {3]]

e) a,=(-3)"

Resolucion;
a) Como a,,1—a,=2a_>0
= {a,} es creciente

n?-1! ={1;1;1;2; ...}
= tada. :
n—1 f no es aco Es una sucesion no decreciente
| c) a,,;=3-a,a=I
_J3 sin=0 {a,}=1{1;2;1;2; ...}
d a,, = . . . .
a;, sine N La sucesién no es monétona.
Vemos {a,}={3, 3, 3, ...} es una sucesion IV 1Y 1Y/ \
acotada d) di, —a, =(_J "'("‘] =["‘J (“‘1 <0
2) \2) "\2J 27
. = la sucesion es decreciente
Ejemplo 2 | e) {a,}={-3;9;-27; ..}
Clasificar las sucesiones: Es una sucesion de términos con signos
a) a,,,=3a, a;=5 alternados.
LIMITE DE UNA SUCESION s e
St St che - —_—
1. PUNTOS DE ACUMULACION Ejemplo

Un punto de acumulacion de una sucesion
€s un numero real “r”, alrededor del cual se
“condensa” la sucesion.

Por ejemplo, en la sucesién definida por

BLLL o) o
2'8°Tg Ui , €l cero es un punto de

acumulacion.

0 1/16 1/8 1/4 172

Definicion

“b” es un punto de acumulacién de Ia sucesion
{a,} siy s6lo si toda vecindad de “b” contiene un
namero infinito de términos de Ia sucesion, es
decir, si dado € >( |b-a, | < € para un niimero
Infinito de valores de n.

Dada la sucesién {a_} tal que:

I
a, =1+—
n

I es punto de acumulacién puesto que dado
€ >0 se tiene que |1-a_| < € para todo n ta] que

l I

| l
—— 1 1 ['-" ] e .
Nn=— ya que ~( +-—) — y si n-—a( J

<r__ <€o

2. LIMITE DE UNA SUCESION
El limite de una sucesién { a,} es un nimero
real L tal que los términos de |a sucesion se

(g

aproximan cada vez mas a el, al crecer “n”.
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Por ejemplo, 1 es el limite de la sucesion
{0,9: 0,99; 0,999; ...}

Si los términos de una sucesion {a_} se
aproximan cada vez mas al limite L, al crecer n,
se tendrd que |1-a,| se hace cada vez mas
pequeno, es decir, que basta tomar n
suficientemente grande para hacer |1-a,} tan
pequenos como se quiera.

Definicion
Se dice que L es el limite de la sucesion {a, }
si y sOlo si dado € >0 existe N>0, tal que

|L-a,| < € paratodo n>N.

. : Y A
Se escribe:  flima, =L
R, e

b L 2 iy

Eiemplo 1
Demuestre que 3 es el limite de la sucesion:

Bl

Resolucion:
Dado € >0, demostraremos que existe N>0 tal

que |L-a, |<€; Vn>N

o]

Tomando N = 1 se tiene que n>N

1] 1

n n

€
n=oc1 Coa>1 ,ill‘:l?—- <€
E n, o
Ejemplo 2
. 3n-1
Demostrar que — es el limite de a_ =
4 4n+5

Resolucion:

Hay que demostrar que para cualquier € >0 (por
pequeno que sea) se debe demostrar la existencia
de N>0 (dependiente de € ) tal que:

I%—an <€ para todon>N
3 3n-1t I 19 I<e
4 4n+5; {4(4n+5)
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4(4n+5) 1 119
—t>— = N> 5
19 £ 4\ 4€

;-?3-&“ <&

| 4

Eligiendo Nzi(L—i-S) se ve que

para todo n>N.

Si £=0,001: N= —(19-—5)

1{ 19000 JLae

19

N"4( 4

que todos los términos de la sucesién

posteriores a de orden 1186 difieren en |

A

—5) =1186,25 lo que significa |

*

Ejemplo 3

. 1+2-10" 2
Demostrar que lim —
n—>=5+3.10" 3

Resolucion:
Hay que mostrar que para todo € >0 existe un \
tal que:

2 1+2.107

3 5+3-10"

2 1+2-10 7
- = <€
3 5+3-10" 3(5+3-10")

3(5+3-10")> 1 = 3-10° >+ -5
7 € 3€

<&, para todo n>N

= n>log{l ~1—5 }=N
3L3E _

1 7
L vn>N |, N=1 5
n> og[S(Bg ﬂ

se tiene lim 1+2-107 —-g
n->=5+4+3-10" 3

La sucesién {a_} se llama convergente cuando le
sucesion tiene limite, en caso que no tenga limite
la sucesion se llamara divergente.



CAPITULO VI

CRITERIOS DE CONVERGENCIA

Limites

.
— - N — = e L .

. Si una sucesion es monotona y acotada es

convergente.

Ejemplo:

2n~11.f1.3.5 7 19 } /
{3n+2}°{5’8’]l’]4’17! """ es monotona

2

creciente y no supera cada término a 3

. es convergente

. Siuna sucesion {a,} estalque b, <a,<c,,

ademas, limb_=b, limc,=b = lima_ =b

I —>00 1--yo0 n—co

[[l. Unasucesion {a,} es convergente siy solo si

dado € >0, existe N>0 tal que para todo p,
m>N se tiene que

la,—a, | <& (criterio de Cauchy)

Ahora consideremos una funcién con
dominio A y rango B v un punto x que se mueve

en el dominio.
f

A B

Se puede considerar que f representa un
proceso dinamico, en donde el movimiento de x
en e] dominio provoca un movimiento del punto
f(x) en el conjunto B. Al acercarse x a un punto fijo
p, f(x) puede acercarse a un punto fijo {(p) de B.

x — p implica f(x)— f(p)

Si esto sucede, se dice que la funcion f tiene
limite cuando x tiende a p, sin embargo, puede
también suceder que el punto f(x) no se acerque

a algun valor y en ese caso se dice que la funcion
f no tiene limite cuando x tiende a p.

Ejemplos
. Sea f(x)=x°+1 cuando x — 2. Veamos la
variacion de f para una variacion de x.

x | Ll 1,2 ...
f(x)| 2 2,21 2,44 ... 4,61 5

Vemos que cuando x — 2, f{(x} —» 5

1/ 1
2. Seag(x)= 2( . _2] cuando x — 2.
Veamos la vanacion de g para una variacion
de x.
X | 1 11 L_Z_L ..... 2.
11010 10
512 18 16 " 0
En este caso, la funcidén no se acerca a ningin
valor.
Graficamente.

S e
2 x—2)

X
>

NP i, e

| +

1

M—'-'--ﬂ- — A S WP WP m S m Am R e wm wm S —

En el primer ejemplo, se dice que la funciéon
tiene limite cuando x tiende a 2. La funcion tiende
a 5, es decir, su limite es 5. En el segundo ejemplo,
la funcion no tiene limite puesto que el valor de
la funcién crece indefinidamente al acercarse la
variable al valor de 2.
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'DEFINICION FORMAL DE LiMITE -~

Para formalizar el concepto x tiende a p, se
torna una sucesion {x,} convergente a p en el
dominio de la funcion f. A esta sucesion {x,_}
corresponde otra sucesion {f(x,)} de valores de
la funcidn, si esta sucesion es convergente y
converge a L, se dice que {f(x_ )} tiene limite L
cuando x tiende a p.

Y se denota:

Definicion
Se dice que la funcion f(x) tiene limite cuando
x tiende a p y que ese limite es L, escribiéndose

Iim f(x)=L si y sdlo si, para toda sucesion de

X —p

valores de la variable {x_} tal que lim x, =p se

N—ee

tiene que: lim f(x,) =L

n-—oo

ap i e AR e e AR e A e s e e R .

P W= wy W= w= e -y W v W

A e e M e e e e wey gy A N Y P BT W BB
*

- A EE O N W aE e e Ee e o am A R
L J
b e e v wm e e e W e e s SR B M S M MR e M S e

wu b B v s v sy e e e e s T A R R AR R R R gy W

Como conclusion de la definicion de funcion
y de limite, se tiene que el valor del limite L de la
funciéon es independiente de la sucesion {x,}
convergente a p que se eljja.
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Esto quiere decir que si se toma dos
sucesiones diferentes {x_}, {x,.} que converjan a
p, entonces las sucesiones {f(x,)} y {f(x, )}
convergeran a L.

Esta definicion no proporciona un criterio
practico para determinar el limite de una funcion;
para este proposito es conveniente emplear el
sigulente teorema.
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L es el limite de f(x) cuando x tiende a p si
y sblo si dado €>0, existe 3>0 tal que
| f(x)-L | <€paratodox talque |x-p| <.

Esto implica que todos los puntos contentdos
en una vecindad cualquiera de L, se obtiene
mediante la funcion a partir de puntos que estan
en una vecindad de p.

Vecindad
Se llama vecindad de centro x, y de radio

>0 al intervalo abierto de centro x, y de

extremos x, -0 Y X, +0 y se denota por:
O
Graficamente:

("

.............................................................................

Xg=3<x<x+0 & d<x-x;<8 & |x-x|<

= XE \S/(xo) < |x—x,|/<8



CAPITULO VI

Limites

Interpretacion geomeétrica del teorema con x,=p

AY
|
|
Y = f
f(x)l """"""""""""""" y E
R 48
L‘“€| """"" ! b
TN £
p-6§ P X p+0 Y

p-3<x<p+d & -8<x-p<d & |x-p|<$b

L-€<f(x)<L+& & -€<f(x)-L<& & |f(x)-L|<¢

Demostracion del teorema
Sea f(x) una funcion que satisface la condicién
impuesta por el teorema. Tomemos una sucesion
{x,} tal que:

Iim x, =p

—rca
Esta sucesion origina la sucesion {f(x_ )} v se debe
demostrar que dado un € >0 existe N>0 tal que
f(x )-L| < € para n>N, es decir, que requiere
encontrar el valor de N para cada € .
Para ello, basta aplicar la condiciéon impuesta en

el teorema que permite asociar a cada € con
3> 0, tal que:

| x~-p|<d si [f(x)-L|<&
Lna vez obtenido el valor de 6 que corresponde

a € basta recordar que |x,-p|<d para todo

n<N; puesto que lim x, =p

N-yoo

Este valor de Ny estal que |f(x )-L] < € paratodo
n>N; y entonces se tiene que:

hm x, =L

M-

Por lo tanto la condicion es suficiente.

Para demostrar que la condicion es necesaria

emplearemos el método de reduccién al absurdo.
Suponiendo que:

im f(x)=L, pero que no cumple la condicion

X—3p

impuesta al teorema, es decir, que dado € >0, no
existe o >0 tal que:

| f(x)-Li<€ si|x-p|<d
Esto significa que para cualquier 0 >0 existe un
valor § de x para que [B-p|<d tal que

[f(B)-L{z€

Tomemos ahora una sucesion de valores de x
definida en la forma siguiente:

. Se construye una sucesion de vecindades del
punto x=p cuyos radios sean los términos de

una sucesion {31}, 8, > 0 tal que:
lim{3,}=0

i[I. Se toma un punto B de cada una de estas
vecindades que cumplan la condicion:

If(B,)-Li>€
Por hipotesis en cada vecindad existe cuando
menos un punto f.

L.a sucesion {|Bn -LI} tiene un limite cero,

puesto que cada uno de sus términos es
positivo, al mismo tiempo, es menor que el
termino correspondiente de una sucesion
cuyo limite es cero.

Entonces lim{d,}=p

[3}—00

Hemos construido una sucesion de valores
de la variable que tiende a p, sin embargo, la
sucesion correspondiente de valores de la

funcién {f(8,)} no tiene limite porque para

todon [f(,)-L!>¢€

Hemos llegado a una contradiccion, entonces se
ha demostrado que la condicion impuesta en el
teorema es necesario.
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Ejemplo 1 | Eleccion de §

Demostrar que lim(x+2)}=5 o e ey,
x—3 « ', . De | g
v jx—-4]°+8]x-4|<¢g con |x-4|<§ |
Resolucion: T - |
Sea f(x)=x+2, p=3, L=5 se tiene que | setiene: 3" +85<¢€ | %
fx)-L|<€ L 8 +85+16<E+16 = (5+4) <€+16 1
X+2-ol=lx-3l<& | = 5+4<E116 = 5<E116-4 é
basta elegir d =€ para que [f(x)-5|< € tal que | S UL .
x-3] < 8 . Luego se elige =\E+16 -4 N
2?';20‘.- WWM”MMWWMW W/«-c 9:-&',(%5}:{4‘:{’.:7&:0% %}'&M}?AWWJ
Con lo cual queda probado que Li_lg(x +2)=5
Ejemplo 4
Ejemplo 2 Demostrar que:
C2x —6xP +x* + 3.
Demostrar que gg%{ = lf,IB ¥ —1 =0
Resolucion: Resolucion:
5y Dado €>0 hay que demostrar la existencia de
Sea f(x)= 5 = L=0 APp=3 5> 0 tal que {f(x)-L|< € con |{x-1|< 3
2x* —6x° +x* +3 |
L [f0)-L|=|2X -5|=2|x-3|<e = [1()-Lj= ="~ (-8)
3 3 |

ComoO<ix-1|<§, x =1 yfactorizando se tiene:

) M(2x3—4x2-—3x——3)+8
con lo cual |x-3| <3 . (x=T)

dado €> 0 basta elegir o = -2-8

i

. queda demostrado . x

o =|12x* ~4x* - 3x +5| =] x~1||2x* ~2x -5
Ejemplo 3 . - .

,_ Si{x-1|<d tomando §<1setiene —1<x-1<1
Demostrar que lirx}l(x2 -3)=13 s 0 < x < 9
<¥8+4+5)=17d

Resolucion:
Sea f(x)=x-3 = L=13, p=4 €

Tomando para 60 al menorvalordelosly 17 Se
1f(x)~L|=[x*-3-13|=]|(x-4)(x+4) | < €

‘ ‘ tiene lo pedido:
=] (x-4)(x-4)+8| < |X~4‘2+8‘x—4| < £ . P

8 ]
Para € >0 basta escoger § =+16+€ -4 S:mm{l;ﬁ-> con lo cual
Para que |{f(x)-13|< €& para todo x tal que |
4 3 2
|x-4|< § | o lirr]le 6x -;-x +3:_8
X “ X— _X‘_

&R
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CAPITULO VII

Limites

EXTENSION DF 1A DEFINICION DE LIMITE

Para dar una extension de la definicion de limite
de una funcion, cuando no todas las sucesiones
de valores de la variable conducen a sucesiones
de valores de la funcion, con el misino limite.

El concepto de limite de una funcion se puede
extender favorablemente en los dos siguientes
casos:

1. LIMITE POR LA DERECHA
Cuando para toda sucesion de valores de la

variable {x_} tal que limx, =b con x,2b, se

MN=-3cc

tiene que limf(x_} =c, se dice entonces que ¢

[1—yoa
es el limite por la derecha de la funcién f(x)
cuando x tiende a b.

Observe que en este caso todas las
sucesiones de valores de la variable se acercan a
b por la derecha, lo cual justifica la nomenclatura.
En este caso se escnbe:

Im f(x)=c

x=b™"

2. LIMITE POR LA 1ZQUIERDA
Cuando para toda sucesion de valores de la

variable {x_} tal que limx,=b con x,<b, se

n—co

tiene que lim f(x_)=c, entonces se dice que c

N—wa

es el limite por la izquierda de la funciéon f(x)
cuando x tiende a b. En este caso, todas las
sucesiones de valores de la variable se acercan a
b por la izquierda y se escribe:

lim f(x)=d

xX—b

Los limites se llaman limites laterales.

TEOREMA -

Existe el limite de una funcion si sus
| limites laterales son iguales y éste alavez
es el limite de la funcion ﬂ

*v.ﬂql' PRI 2 XX A B2l NWIVEE 2P IAIIIILL Y05 K0 ARG 5P I DI I 005 NP BAFNNLTUT Rp pp ML 3. 5n W) A rer 5, WWWWM

| lign f(x) = itm f(x) = hm f(x) b
L{f’{fw% e 22

— _—

M TV UL S R S T S R wwwif

Calcular los limites laterales de f(x)=[x] cuando
x tiende a 2. A

| -
o 3

.. e
Resolucion:

Limite por la derecha

Si 2<x <3 entonces f(x)=2 por definicién del
maximo entero. Por consiguiente, cualquier

sucesion {x,} de valores de x, tal que 2<x, <3

producird una sucesion de valores de la funcion
{f(x,)} donde f(x,)=2y por lo tanto:
lim f(x)=2
x—27
Limite por la izquierda
Si 1< x €2 entonces f(x)=1.
Por consiguiente, cualquier sucesiéon {x_ } de

valores de x, tal que 1<x, <2 producira una

sucesién {f(x,)}, constante de valores de la

funcién f(x_)=1. Entonces:

lim f(x )=1
Por lo tanto:

lim f(x) =1

X—2

De 1y Il muy a pesar que tienen limites laterales,
por ser distintos hace concluir que e] limite de la
funcion cuando x tiende a 2 no existe.

Graficamente
Y+ *
| f---- — - :
2
. 1 ——
1 2 3 X
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Por areas:
Areadel _ Areadel _ Areadel
triangulo OAC = sector OAD ~ tridngulo OBD
!}_’2 h(x) =Bina f(x)=b = 1}2}1 g(x)=b lcosxsenx <lx-1< ll -tg- x

s 1 .
Para demostrar basta recordar que por hipoétesis, Dividiendo por é—senx se tiene:
dado €>0, existe §,>0 y 9,>0 tales que X 1 SEN X i

COSX < < = COSX< <
|h(x)-b| < €, para todo x, tal que |x-a]<§, y Senx  COsSX X Cosx

Luego, tomando limite cuando x — 0
]

[ {(x)-b| < €, para todo x, tal que |x-a|[<$,, es

decir, tomando 8 =min{$,,3,} existe §, tal que L‘_rg cosx=1y lim oS % =1
lh(x)-b| < ¢ paratodo xtalque |x-a]|< d po Senx
Debido a que |f(x)-b| < €, se dice que: 0 X
—-€<f(x)-b<€ = b-€<f(x)<b+E. ,
Ejemplo 2
Asi mismo de |h(x)-b{< g se tiene: )
-€<h(x)-b<€ = b-€<h(x)<b+E¢ Lemostrar que lim o F 2
Puesto que g (x) < f(x) setiene g(x)<b+ € y como
g (x) > h(x) se tiene que g(x)>b-¢€ Resolucion: 1
De donde: b-£ <g(x)<b+€ Al tender x—0" parece que L crece
lo cual implica que |g(x)-b| <€ indefinidamente, e"” crece indefinidamente,
Es decir, dado €>0, existe §>0 tal que e * tiende a cero, 1+e ¥ tiende a 1 de modo
|g(x)-b| < € paratodo xtal que |x-a|<§ que el limite pedido es 2.
Por lo tanto, lim g(x)=b Para demostrar hay que hallar 6 >0 paraun €>0
x—a dado tal que:
Ejemplo 1
Demostrar geomeétricamente que; 2 _
7 2{<€ si0<x<d

. senx I+e

hrr(l] = |

X— X ~1/x

’ Como I+ 2—-i/x — 2= 12e x| 1/3 l<€

Resolucion: B © te e
Construimos una : e’*+1 1 x g 24
circunferencia de ' 5 e ¢ 7%

centro (0;0) vy
radio 1 como se
observa en la
figura.

Tomando logaritmo 1 > ln( 2_ 1)
tanx X €

1
Asi O<x< ; se puede ver que queda
ln( )

.
&

demostrado.
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Ejemplo 3 Demostracion
| 2. Por hipétesis se tiene que dado €> 0, dado
Halle el limite de f(x)=arctan (;J cuando x 0>0, tal que [f(x)-b[<€, y |gx)—<|<E,
tiende a cero para todo x si |x-a|< §
| Como
Resolucién: 1) +8(x)-(b+c)| = (f(x)-b)+(g(x)-c)|
Tomando limites laterales. < [fx)~-bl+[glx)-c| <€ +€,=¢
E
I Ilm arc tan -1_ _T Tomando &, =&, =—
x—0* X 2 2
I . = [f(x)+g8(x)-(b+c)]<€ para todo x tal
1L A!i_)t? arc tan(;)= 5 que |x-a|<$
Como estos limites son distintos el limite pedido 3. [f(x)g(x)-be|=[f(x) g(x) - f(x)c+f(x)c-bc]
no existe. = f(x)(g(x) - c)+c(f(x) -b)|
R E————— e —— <18 —cl+|c]|(f(x) -b)]
. TEOREMAS SOBRE LIMITES =11() =b+b|[g(x) - c[+]|c| | (F(x) - b)|
< ({fx)-b|+[bDIgl)-c|+]c||(f(x)-b)]
i Sean fy g dos funciones tales que: Como [f(x) -b|<€& A |gx)-c|<Eg, se
Iimf(x)=b A limg(x)=c tiene:
| xoa x—a <(& +|b[)& +|c| €& =€} +|b| & +]|c| &
| cona, b, ce R se cumple que: se tiene [f(x)g(x) - bc|< € para todo x, tal
| 1. HmAf(x)=Alim f(x)=Ab AeR que |x-al<$
2. lim [f(x)+ lim £(x) +i b + 4 [0 _bJ_lef(x)-be(x)
- lim [f() £ g(x)] = lim f(x) tlim g(x) =btc | S o ()c
| 3. lim [f(x)-g(x)]=lim f(x)-lim g(x)=b-c _ icf(x)~bc+bc- bg(x)|
- g(x)||c]
Iim f(x
4 fim( IR o _[e(i(x) -b) - b(g(x) —c)
2 8kx) ) limg(x) c g(x)|c|
| * L — Por hipotesis dado € > 0, existe § >0 tal que
- L’Lr;(f(x)) :(Bf;f(x)) =b" ,neN | [f(x) -b|< ¢, |g(x) -c|< €, para todo x tal
| | _ | que |[x-a[<§
| 6. L’E}i Vi(x) = \/EIQ f(x) = b neN Entonces podemos escribir:
f(x) _b|_ & (lcl+Ib]) _ & (1+]b/c])
glx) cl -lclg+c° —-€,+ ||

7. lim (log, f(x))=log, (lim f(x)) =log. b;b>0

X2 ]c|=|c—g(x)+g(x)ls\c—g(x)|+[g(x){

X—a

f Si n es par debe cumplirse que b > 0 bl A
|

- Lim f(x) = [g(x)|>|c]-¢€
8. limp'™=p="=p? peR*-{1} I '1 ]b
X—a -+
J Lim g(x) | Eligiendo: &+ ] /CI):8>O
9. lim (f(x)g(“):(nm r(x)),\i"‘;‘g* = b© | ~€+| c|
existe 6> 0 tal que Hx) b < € paratodo x
con be R"-{1} l g(x) ¢
- con [x-af<d

@
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Aplicacion 1
Halle los limites:

a) lim(x*-6x+4)

X—»3 5

b) 1lim (3x* +D(x* ~1) g
. 6x°-3x+1

¢) lim

xol x*=2x+5

Resolucion:

a) lim{(x?-6x+4)=lim x*-1im 6x +1im 4

X—3 xX—3 x—3 X3
= 3-6x3+4 =-5
b)

lin}[(sz + (-1 = lim (3x + D lim (x° - 1)

R

= (3x2%+1)(2°~1) = 13%8 = 104

6x2 — 3y 41 im (6x° -3x+1)
c) lim -5 =zl
x-1 x“=2x+5  lim(x“—-2x+5)

x—l

lim 6x° - 3 lim x+liml g g,

— X1 X—1 x—l
lim x* - lim 2x +lim 5 1-2+5
4

COMPORTAMIENTO ASINTOTICO DEL LIMITE

Aplicacion 2

Calcular lim f(g(x))

X—a

Resolucion:
Para calcular este limite hay que considerar

primero lim g(x), si este limite existe y es, por

X—»a

ejemplo ¢, entonces lim f(g(x)) =1lim f(g) . Si el

X —a g—¢

(L

limite de g(x) cuando x tiende a “a” no existe,

entonces no tiene sentido hablar del lim f(g(x)),

X—>d

puesto que el argumento de la funciéon f, no tiende
a un valor determinado.

Asi;
a) lin}j f(g(x)) si gx)=x+6
f(x)=2x

L. lirré g(x)=lirg(x+6)=3+6:9

1l lin; f(z)=llm2z=2-9=18

Zz-59

b) E_rg f(g(x)) cuando g(x)=

.  limg{x)=Ilim (L) = -

x—] x—=tl x—1

Aqui no se puede hablar de limite.

Hasta ahora solamente se ha hablado del
limite de una funcién cuando la variable tiende a
un valor finito; sin embargo, es posible definir
también el limite de una funcion cuando la
variable crece indefinidamente, es decir, cuando
la variable tiende a infinito.

"Basta considerar cualquier sucesion no
acotada de x.

Ejemplos:

1. Sealafunciop f(x)=arctan x, cuando x crece
limitadamente.

350
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Al crecer x, la funcion se acerca al valor de

. T
n/2 y denotamos por lim arccotx = 5

X —po0
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2. Sea la funcién g(x)=x° cuando x crece
ilimitadamente.

8

—

Al crecer x, la funcion también crece
iimitadamente y la denotamos por

im x° =

X—>x

Se dice que b es el limite de f(x) cuando x tiende
al infinito (es decir, cuando x crece
ilimitadamente) y se escribe:

im f(x)=b

X ~yo0

LIMITE AL INFINITO

Un namero real b se dice que es el limite de
f(x) cuando x tiende a ++ 0 cuando x crece
ihmitadamente y se escribe:

limf(x)=b & V€>0 3keR

A o

tal que x>k = |f(x)-b|<E

Un namero real b se dice que es el limite de
f(x) cuando x tiende a — , 0 cuando x decrece

Himitadamente y se escribe:
lim f(x)=b & V&€>0,3keR

X — oG &

tal que x<k & |f(£)—b|<€:

Ejemplo 1

Demostrar que si ne N
lim «Ln = ()
A - x

Si y solo si, para toda sucesion divergente de
valores de la variable {x }, la sucesidon
correspondiente de valores de la funcién {f(x )}

es tal que:
lim f(x_ )=b

n—x
Esto equivale a decir que siempre es posible
encontrar un valor x5 de x, tal que dado €>0 vy

0>0 se tiene que |f(x)-b|< € para todo x tal

que X > X

(€'Y | S

fx)p-------

a—

f
3
;
I
|
|
I
|
|
1
i
?
k
t
l

p— S ————a—y el N el o
- EEE WA wed Sees seen e e W awen . N

e WP WE WP M D e e sy e

- >
X, Xy Xq X

n

Cuando lim f(x)=b se dice que f tiende a b

A —roo

asintoticamente.

Resolucion:
Se debe demostrar que VE>0, 3ke R tal que

x>k = i—O

n

< &

Si J(>ni > 1

€ x"

. / ]
se elige: K =n/—
5 c

—0i< &g
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Ejemplo 2 ]
: | X>K = —<— = y<—=§
Demostrar que si ne N S x x k Y Kk
: 1
X Si 0<y<d = |f|— |-b|<€
4 i
Resolucion: (/)
= Im f(I/y)=b
Se debe demostrar que VE>0, ke R tal que yoot
] S gt ke el
x<k = on 0] < € i g L IS e
v X /‘1 R g ‘_ . a =3
l e : l { LR £ el
ol e b ; <€ = |x|° >3 %%im—-m@.ﬁ. m y |
Kb R T yedT }
SRR A LN IR
|xl>d c:x>r,r{— vx<—-n1f-- .
Ejemplo 1
1 ] . 3x+4
Si x<-nj- = .....5._.0 <€ Calcular )l(lin 5
o0 x-.-
Ye x*
. I Resolucion:
eligiendo k=-n =
' 4 4

lim —g- = —22= X _3

% TEOREMA | -2 1C)im2
X X—o0 X
Sea f(x)unafuncion, se cumple:
an k4 Ejemplo 2
2X—5

Caicular lim
X e \/x +3x--l

I1. hm flx)=lim f(1/y)

HL lim f{x) =lim f(1/y)

|
|
' . lim f(x) = lim £(1/y)
|
|
|

X _ ' Resolucion:
Dividiendo tanto numerador como denominado*
Demostracién por x.
L lim f(x)= hrrg {(1/y) 5 5
. I ]im = x— = = 3“9 = 2
Sea X=— x5 = y-—0" T ]+§_._L 1+0-0
y X x?
Sea Im f(x)=b = VE>03keR
e Ejemplo 3
tal que x>k = |f(x)-b|<¢ Dy

Calcular lim — =

X— =0 _

Tomando xzi — y:i X +3x-1
) 4 X
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Resolucion: Se dice que el limite de f(x) es —« o que f(x)
Dividiendo por —x decrece infinitamente cuando x tiende al punto a
2x 5 y se escribe:
lim X __—X Imf(x)=—c & YkeR 38§>0
el £+3x 1 X—a
Y2 x? X tal que O<lx-al<6 = f(x)<k
5
—D + .=
lim x . 2t0 _ A
xome 031 1400
Y x X7 :
\ ((x-a
Ejemplo 4 : lim (_,1_)=??
, . | X—a "~ X—-a
Calcular lim (3x+2) (2x-8) :
X—>+ 00 7x5 ——4X3 + 2 E
= >
Resolucién: '
Dividiendo numerador y denominador por x°. '
(3x +2)° | (2x - 8)°
lim — X X I
x> Tx’ —4x3 +2
o
5 3 [ lim f(x)=-c < VkeR 38>0 tal que
2 8 x—a’
3+—{]|2—-—
lim x4 2x a<x<a+0o = f(x)>k
7-?+;
. lim f(x)=+> < YVxeR 38>0 tal que
X—a
_(3+0)°(2-0)° 9x8 72
e, ~en 7 N, N -, - U U a<x§a+8‘:> f{lyleck e e o
. & ¥xeR 3550 tal que LIMITES INFINITOS it lim f(x) =+
Se dice que el limite de f(x) es +« o que 5 <0 -
> f(x)>k f'x) crece ilimitadamente cuando x tiende al amo<l<a =
punto a y se escribe. Vo lim 00
S | = —ox
> = VxeR 30>0 tal que Iimf(x)=wo & VkeR 386>0 HT- X
> f(x)<k tal que O<|x-al|<d = f(x)>k a-d<x<a =
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e — e —_————————— —————— e ——— ————

......

Seanfy g funciones tales que:

A. imf(x)=b A lim g(x)=-+eo

A —>d X —>d

Se cumple:
e lim (f(x)+g(x))=-o°
o Hm (f(x)-g(x))=+= sib>0

e lim (f(x)-g(x))=~—co sib <0

e ]im f(x) =0
x—a g(x)

B. lim f(x) =b A lim g(x)=—ec

X—d X

Se cumple:
o lim (f(x) +g(x))=—o°

o lim (f(x)-g(x))=—c° sib>0

* lim (f(x)-g(x) )=+ sib <0

. lim 2X)
x—a g{x)

"""y

Si im f(x)=b #0 A lim g(x)=0

X ~—>a

se cumple:

a. Si gx)>0 Vx=a

" f(x) _{+oo sib>0
= Ea g{x) ~ {-oo sib<0

b. Si glx)<0 Vx=a

f(x)* —co S1b>0
+o00o Sib<0

— lim
X—>a g(x)

Yo, SITLLELT e T el e o T - IR ; ol E L AR =y

7 ST L A S R ety - - g - ' - ) .-t il

ey /,{ L R e gt S8 ; 4 ; - o PN L

Wt PG gt N = = e Pl a ' . , Cah wr A

LA R K PRI TR : M e “ v
D R KR g, T Hanian dtack aat s 2 4 e A " o

Las mismas condiciones son validas para los

limites laterales.
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Ejemplo 1

o 1-x
Calcular lIim ——
x—0 x

Resolucion:

lirr(1)(1—x)=l¢0

im x?=0, g(x)=x*>0 Vx#0

x—0
. 1—-x
= lim —5—=+oe
x—0 X
Ejemplo 2
Calcular Iim 2§_6
x-2" X° — 4
Resolucion:
im (2x—-6)=2(2)-6 =-2
x—27

im (x?-4)=0 x*-4>0V x>2

x—27
. 2x-6
= lim — = —oc0
x—2" X -4
Ejemplo 3
sen{x—2)

Calcular IIm 3
x—4" (X—4)(X - 2)
Resolucion:

iim sen(x-2)=sen2>0

x—47

im (x=4)(x-2°=0 A (x-4)(x-2)°’>0 V x>1

x—4"

. sen(x-2)
= hm = = +oo
r—4* (x —4)(x—2)
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S1 neN se cumple:

[. Imm 1.._00

x—0™ X1

. i .
lIl. lim — =0 sinespar
x—0 X

. Im —=
xirg)" x"

] {+oo sin es par

—~ oo SI I @S iImpar

) T T X L LN g R X

-,JW.',_ gy b A ’ I - v aan T //- a gt wee
Tt 7 x - & H

DAL . S PR T - PR - '
2" ’ -7 Pl b ’ o i

s B, G . x n o S e

TR R 2 - - X ' o ' ', . P

o o, W B mat o S P, R

= e s a et iV B .

Sean fy g funciones tales que:

X —>d A —a

se cumple:
. 112 (fx) +g0x) y=+oo
o lim (f(x)-g(x))=+eo

X —>a

B. Si lim f(x) =—co A lim g(x) =—eo

X—>a

se cumple:
o lim (f(x)+g(x))=—oo
o lim (f(x)-g(x) )= +eo

X—da

C. Si lim f(x) =+4c0 A lim g(x) =—co

X —>a

se cumple:

» lim (f(x)-g(x) )=—e=

Limites
Ejemplo 1
| x*]-4
Calcular lim ;
x—=2 X —4
Resolucion:

1. Si x*e[l,2>
2. Si x*€(2,3)

> .

Si xe[1,2) = ﬂxzﬂz

3. Si x*e[3,4)
1. Si xe 1J§)
= [[xz]]:&. Si xe i\/ﬁ,\@)

3. Si xe r\/§,2>

ol N B
Luego, lim = = Im —— =+
x—=20 X°—4 x5 x* -4
Ejemplo 2
2_
Calcular lim V' -9
x—3" x~-3
Resolucion:
Si x —>3" = x>3
\/x+3-)£x_(§ N Vx+3

CALCULO DE LOS LIMITES DE FORMAS INDETERMINADAS .

Entre las formas indeterminadas tenemos:

-Q;f;oo~°°;0°;0><°°;l°°
0 oo

0
1. FORMA '6

f(x) 0

S1 lim——= tomalaforma 3 se obtiene que:

X—a g(x)

f(a)=0 = f(x) =(x-a)qlx)
g(a)=0 = g(x) =(x-a)h(x)

Luego, se tendra limM alx) _ q(a)

x—a M h(X) h(a)
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Ejemplo 1
Calcular hmf +2x" - 3x +5x° - 9 lim '( ) 23/_”

>l x7-3x%+3x-1 =t ()
Resolucion: : +1 I ]
Evaluando en x=1, vemos que la expresién toma "m, “_—Vf R AT S

) y— (y"+y+l) (I+1+1)° 9
la forma 0

Ejemplo 3
1229455 0 o htonces el factor que I o
=~ , entonces el factor que lleva a
1-3+3-1 0’ Calcular lim ET’L’;‘.-—I
la indeterminacién en x-1 para lo cual =0 Yx+1-1
necesitamos factorizar tanto el numerador como
el denominador. Resolucion:
x>+ 2x* -3 + 525 0
Por divisores bindmicos. En x=0 toma la forma 0
1 2 -3 50'-5 Asimismo, hagamos un cambio de variable.
3 0 51 O x+1=t% si x>0, t—1
’ ! 3 055: 0 | v Luego, se obtiene:
=(x-D(x"+3x° +5x+5) Ji6 —1 31
liﬂll T =1lim| —
im 20 (x<T)(x* +3x +5x+5) O J At B Uit
X N2
” (x-1) D +E+1) 14141 3
x*+3x* +5x+5 -1 (LT (t+1) 1+1 2
x—1 (x....l)z
Evaluando en x=1 se obtiene: Ejemplo 4
1+3+5+5 -
SEITOED - e Calcular lim Y5 J1+senx - {/] senx
(1-‘1) x—0
Ejemplo 2 Resolucion:
3/.2 o3 0

Calcular lim Ut 2‘5 . Toma la forma 0

x—1 (x-])

Asimismo, el limite es equivalente a:

Resolucion: lim —1—[(‘/ l+senx - 1) + (1 - g/]T sen.x )]

0 x>0 X
Evaluando en x=1 toma la forma —

0 Calculando separadamente:
Haclendo un cambio de vanable
‘/1+ 1+ +
x=y’ =28 x—>1l=y-ol . lim senx -] J senx +1
Y y x—0 Jl+senx +1]

Se tiene:
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R Ao

i 1+senx—1 ] Resolucion:
X0 . 0
T X ‘[11 senx +1 Como vemos toma la forma 0
sen x 1

Hagamos un cambio de variabie

I
=i i =1-—=
HT1 1Im 9 9

§ — 0 . - .
B  Jrsenn e set1m65] 120 = 1]

1-§1-senx I+31-senx +31-senx Yox+1-2V2x+1+1

im Se obtiene lim
=0 X 1+31-senx +31-senx x>0 (2x+1)* -1
- Jim AU =senx). 1 (L N LS R T o
——; 2 lim 5 =lm ——;
X 1+31-senx +§[I—senx t—1 (te) 1 t—-1 14
senx .. 1
= lim -lim (-1 (22 +t+1) -4 1
x—=0 x x—0 31 _ 3/t __ Z im  —
]+\/] senx +\/I SEnx - M(t”'l'tw‘l‘...'*'t'*‘l) 19 3
b1
1+1+1 3 Ejemplo 7
L : L 1.9 P -5x*+3x+9
Luego, el limite pedido es: 273 % Calcular lim > _—2X *+oX
x—3 x° ~7x? +15x -9
Ejemplo 5 Resolucion:
Calcular I lx2—5xl—6 Evaluando 3-53743-3+9 _0
a im va X = —
ciar %3 (3= x)JT- | x +4] 3°-7.32415.3-9 0
Entonces hay que factorizar cada uno de los
Resolucion: polinomios.
. 3_ 3 = - 2
) _ (x-5)<0 x*-5x°+3x+9= (x-3)4(x+1)
I x—>3 = <Lx+4>0 ©  X’-Tx*+15x-9=(x-3)*(x=1)
Luego: Luego, lim w tD _4_ 2
’ x—3 —_ 2
Ixz_sx“ﬁ . 5x - x°~6 (e (-1
lim = lim
=3 (B-x)7-|x+4| 3 (x-3)J7-(x+4) Ejemplo 8
Em —(=3)(x-2) oo Calcular lim 22X~ C0%2
-3 MB—X x—a
Resolucion:

hm \/3—x=0 AX=-2>0 si x—3
x—3
0

Toma la forma 5

Ejemplo 6 Ademas recordemos que:

J2x+1-202x +1+1

talcular S0 4x* +4x coso—cosf= —-2sen( = ; P ]sen( > ; L )
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En el problema se tiene:

X +a X—-a
~-2s8en sen
X 2 2
hm -

iadirte.

X—a (x — a)

x-a
seri( )

- —Z1im sen| X2 | lim —A—2
xX—a ) x—a ,Z X—a

2

a+a
= —sen( 5 )1: —sena

senh

Recordando que: ng(l) - —~ =1

Ejemplo 9
Calcular si existe:

cos! -53£ l-t—l
Iim \

x— 3T \/3—7[“\[57

3

Resolucion:
Haclendo que x = h+-‘§-§E
. 37 .
Si x — = h — 0 se tiene:
\
Cosg[h+—35—1t + 1
i L
J3n-.[5 h+—7t
\ 5
COS -5—h+1t- +1 —
—1m 3 .\/3—11'*!-\/-5!'1137(
T hoo 37— 'Sh+ 37 \/§E+\/5h_+3n

\/I— cos@h) .J3n++/5h+3n
=lim -

T o0 _5h
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|

,}I cos— \/l+cosg
— Lln}} \/% ++/5h + 3TE) =
- 1+ cos—
\ 3
\j B J3m ++/5h + 3n
—_— —tti [_..___.5._...
1+cos h
3
M3 1t+ 5h+3n
= im er(n) -
oo =9 \/1_4- cos—h
3
sen -E—’
- _km 3 2 n
h—0 E
3
5h
sen?
Veamos si lim 1 existe
h—0 5
—h
3
5h
Sen(?} Senﬁ
S T
3 3
5h 5h
sen| — -sen| —
lim 3 =lim ———— 3 = —|
h—0 5h hs0 5 h
3 3
.. A el limite
Ejemplo 10
Calcular

. sen’(3x-9)+sen’(2x-6)
lim 222 2
-3 (x-3)(x*-6x+10)

h

h



CAPITULO VI

Resolucion:

0

Toma la forma 0

Haciendo x=h+3,s1i x 53 = h — 0 se obtiene:

se_l}i3h +sen®2h
h-0  h(h*+1)

. 1 {sen®3h sen?2h)
= ]lm — ~ — 4 {
h h

J

3 2
= lim ——| 27n? 31 33-h+4h >C 225‘-
1 27h 4h

ol _—

972 sendh 3+ 4h senzh ‘
3h 2h i

b -

=14+(04+0)=0

FORMA —

O

En este caso recordemos que:
T
¢+ lim—=0st c#0
; x-%mmx“A | “MWMJ

e o

Ejempio 1

4
Calcular lim — X 12X+
x—e= 13x" +2x° +7x~1

Resolucion:

o0

Toma la forma —

oo

Dividiendo numerador y denominador por x* se
obtiene:

3+i+i
Hm — x3 _4 o 3+0+0 B
X—yoo 13+._2+ 73 14 13+0+0-0
X X X
3
13

Limites

Ejemplo 2

X

Calcular lIIm ——=—
== 39x5 _5x+1

Resolucion:

o0

Es de la forma —

o0

Dividiendo por x al numerador y denominador,
se obtiene:

Iim =

Hm?/:;’;z 54 1 $32-0+0 2

" TEOREMA

-1
. . AagxT+ax T+
Si L=lim-X——"F—
x> Pbox” +bx" "+

Se tendra que:

. a
+oo Sim>n A —2>0

0
. a
~00 SiM>Nn A —2<0

Dy

. 3x®+5x-1

lim —————— = oo
x== 6x°~5x+3
 N2x+7

hm ——=0

x—e BX7 +

. V3x*+5x-2 3
. 2

x=ree 2x°—x+9 2
lim 6x°-3x"+3
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Ejemplo 4 Resolucion:
Toma la forma oo —oo
. 3sen2x+7cosx’
Calcular llill 1+Tx ——— Efectuando la diferencia de fracciones se obtiene
Y (x° =3 -D-(x*+D(x% +1)
» i  —————— e S
Resohucion: X —yae ( x2 + ])( x3 - ])
Como -1<sen2x<1 VxeR Simplificando
~1€cosx?*<1 VxeR . =4x3-xV-x% 42
- ;lfl_?l (DD 0
" 3sen2x +7cos x> SACER
= lIm — = ()
X—eo 1+ x

Ejemplo 2

2

Ejemplo 5 X
y Calcular lim( —

~X
%l Vx +1]
Caleular Tim X HXT2-Vx +x742 LV )
= x4+ xP + x+1
Resolucion:
Resolucion: Toma la forma oo —oo
Efectuando
Toma la forma — y \
OQ . x
EIRT . im x
Dividiendo numerador y denominador por x*, se e | I +1 )1
obtiene:

re—

’x +x+2 x4+ x?+2 v Jx? a1 (‘_ﬁ
J' — lim x X=Vx +1 | x+vVx*+1

X—3 o0 2

xlimw x% +1 x+3x2+1
{x +x+1 /x +x+1

2 2
— Iim x{(x“=-x"-1)

X Ix? +1 (x+\/x2 +l)

: -X
= [im —= =)

e Vx4 (x+\3x2 +l)

x24+1 x*-1

X =3 ca

\/l+0+0+\/30+0+ Ejemplo 3
3. FORMA oco0—oco Calcular lim (\/x:’ —5x+6 - x)
Su calculo es similar a la forma =
- Resolucion:
Toma la forma oo —co
Ejemplo 1
3 4 VX4 =5x+ 6 + X
. x°-3 x"+1 lim (Vx*~5x+6 - )
Calcular lIim -~ X—3e Vx?=5x+6 +x
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Luego, efectuando:
. /—5x+6—-)/ . ~5x+6 .
= lim = lim
X2 -5x+6+x = x2-5x+6+x ( ! \ '
. x-\/xz—l 5 x+\[x2-1
6 Iim > x“- -
X +— 5 X \/x -1 x+\/x ~1
= ]im X = —— \
T 1—-—5—+—§- +1 2
YV x x? ! [Jrz—(xz-])]x2
= lim
e [y —l(x+\/x2 —1)
4. FORMA 0Oxeo
Se hacen las operaciones correspondientes. 2
= lim
Ejemplo 1 o \/xz—l(x+s/x2-1)
4 1)
Calcular lim | —1 : \/2; : Dividiendo por x*
21 ox -1 4x+1}| x“°—4
\ /
lim 1 -1 ]
X0 ( ' )
Resolucion: \/]—lz 1+V1_J§ Hi+1) 2
Toma la forma Oxo y que evaluando se tuvo * A X
(1 1)V2-1
— - =0+/2 5. FORMA I”
9 9] 4-4 V2 0
Efectuando las operaciones: EL NUMERO e
El nimero e se define como.
m 4x+1-5x+1 Jx -1
-2 (Sx-1)(4x+1) J(x+2)(x~2) o = i-l—-
n=0n!
_lim HM Ix -1
x—=2 (5x-1D(4x+1) (x+2)M | | |
Como S, =1+1+—+ L
2-1 3-2-1 n(n-1)...1

“(\/5—])“ 1—-J2

Luego, evaluando
9-9.4 324

Ejemplo 2
( )

Calcular lim X —1 Ix?
"“*""\\/xz—l )

Resolucion:
Toma la forma 0x« ya que

lim ————— = lim =1
X =300 \/XZ -1 A~ 20 |
VX7

|
<1+1+-—+—2+ ..... +
2 2

La serie converge y tiene sentido la definicién.
De hecho la serie converge muy rapidamente y
nos permite calcular e con mucha precision.

Es interesante observar que también puede ser
definido e por medio de otro proceso de limites.

O TEOREMA - . 4

lim (l+l) =e
N—3o0 n
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Demostracion:

1 LY
. — S— t — ] —
Sean: S, zk! - ( + J

Por la formula del binomio:

tn=-*-l+l+l 1--l +i 1—l l—--2— + ...
21 nj| 3! n n
...+J—(1-i)(1~3) ..... (I-H—_IJ
nt n n I

Por lo tanto, t. <S5, de modo que:

lim sup(t )<e

1}y oo

Ademas, st n2m

tnzl+l+—1— 1—~—1— +—~1— l-—E
21 n' 3! n

...+i(1~l].....(1-m_lJ
m! n m

S1 n — e conservando m f1jo, tenemos:

[im inf t_ 21+]+—-l-+ ..... +~1—

n— oo 21 m!

De modo que S, <inf t_

SI m — « tenemos finalmente:

e<liminft_

N—oe

no
La rapidez con que converge la serie 2, py puede
n=0I'l:

comprobarse como sigue.
St S, titene el mismo significado que
anteriormente, tendremos:

] 1 1
+ + + ...
(n+1)! (n+2)! (n+3)!
1 1 | ‘ 1
< S+ —+ -~
(n+D!'| n+1 (n+1)° ] n'n

e-S, =

De modo que (<e-5, <L
n'n

Ast, por ejemplo S,, da una aproximacion de e
con un error menor que 107,

362

e es irracional

Demostracion:
Usaremos el método de la contradiccion.
Supongamos que e es racional.

Sea e :B, con p, g enteros positivos y primos

q

entre si.
Por lo demostrado anteriormente:

1 1
D<e-S, <— = O<q!e—S &
q ng ( Q) q

Por la hipotesis eq es entero.

Como qg!§, =q! 1+1+—|+—-—+ ..... +— | esenterc

Como =1 implica la existencia de un enter:

entre 0 y I, con lo que hemos llegado a unz
contradiccion.

. € NOo es racional.

, g 1Y .
Se demostro que la sucesion (1 +— | escrecien:s

N

y acotada, entonces la sucesion es convergeniz
es dectr, tiene limite, se demuestra bastan:=
rapida y se puede calcular con la aproximacic™

que se desee, con lo que se hal:
e=2,718281828459...

e = lim(l+l)
h- oo n

Haciendo h=— = { e=lim(l+h
W N Y

TN ln L LA AN LA RN AW J 2 WA S T o,
L
1/h |
) %
j S
3

£
4

3
%N NSRS L COALA O Y ARG qpte

A

TEOREMA

l_lim [1+5J =lim (1+kh)''" =e* vkeR
h—m~o n h--0




CAPITULO VII

Limites

Ejemplo 1

Calcular hm

X —>o00

zx_]\Zx
(2x+l/

Resolucion:
Vemos que este limite toma la forma |~

lim ex -1 _Z_]
a-= 2x 41 2

Estos limites se calculan usando la definicion de

e y el teorema anterior.

Haciendo 2x=h x -, h — = se obtiene:

~1\°
(1+~—1
h

. (h-1)" .
Iimi— | =lim

Ejemplo 2

Calcular lim (1+senx)"*

X—)cc

Resolucion:

Toma la forma 1™

1
Recordando que Lm}} (1+h)h =e

Transformando se tiene:

sen x
_ -
l X

lim{(I+senx)™™"*

x—0 -

Haciendo senx=h como x—-0 = h—0
Tendremos:

. senx
- . Iim
x—0 X

lim(1+ h)h —el=e
_h—>0

Ejemplo 3

Calcular Iinz (cosx)

Resolucion:

Toma la forma 17

De senZx+cos’x=1 = cosx=+v1-sen’x
Entonces:

1 |
lim (cosx)** =lim (1-sen?® x)2*’

x—0 x—{)

senz X

i 232
. 2
lim | (1- senx?)sen’"x

x-»0
_ - 1y senx‘fz
l x=3() 2"; X } 1/2
= %111'1'3 _(l—h)h} :(e"l)
_-)
Je
e

Para hallar los limites de la forma:
lim [(p(x)"’(")] =

X—>a
debe tenerse en cuenta que:
1. Si existen los limites finitos

im@e{x)=A A limy(x)=B

X—a X—a

se tiene c=A®, A>0

2. Silimy(x)=A#1 A lim y(x) = oo

X-—a X—a

Tener en cuenta que:

A" = oo S A>1
10 si A<l

3. Silimy(x)=1 A limy(x)=-co

X—a X=>a

Se supone que y(x)=1+oa(x)

Cuando o{x)—>0 con x—a y, por

consiguiente:

- ( Jelx)wix)
¢ =| lim (1+ o(x))ox)

_x—->a N

lim o x}w(x) i (w(x)-1)w(x)

PN =T — X
=€ =

siendo e el numero de Neper.
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“_—_.m‘-_—_.w“

Ejemplo 1

4

Calcular lim —-2 ML
x—0{ 3x +3

Resolucion:

‘ASINTOTAS

Las asintotas son lineas rectas que,
prolongadas indefinidamente, se acercan a una
curva sin alcanzarla.

Veamos el grafico:

Y

'--ﬁ-hﬁ.‘-l--.

&, : asintota vertical
<, : asintota horizontal
| ¥ : asintota oblicua

/TN G

l

1. ASINTOTA HORIZONTAL

Se dice que la recta horizontal y=b es una
“asintota horizontal” del grafico de y=f(x) si:

b= lim f(x) ; b= lim f(x)

X~ + o0 X—>—oc

2. ASINTOTA VERTICAL

Se dice que la recta vertical x=a es una
asintota vertical del grafico de y=f(x) si:

im f(x)=+0c v m f(x)=—eo

X—a X—ra
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Ejemplo 2

3x

4x + 3 Vox-xi+x?
7x+2

Calcular C= lim(

x—0

Resolucion:
. 4x+3 3
hm = —
x-07x+2 2
. 3x
lim — = oo

x=0 6x — x* + x3

= C:(E) = oo
2

W
KR

lim f(x)=+e v lim f(x)=—oo

x—a't x—a’t

lim f(x)=+ee v lim f(x)=—eo

X—a X=->a

3. ASINTOTA OBLICUA

. Larecta y=mx+b es una asintota oblicua
derecha del grafico de y=f(x).

Sii m=Ilim (-f-%?) , me R-{0}
b= lim (f(x)-mx) , beR

lIl. La recta y=mx+b es una “asintota oblicua
izquierda” del grafico de y=f(x).

Si m = l.im —= _meR-{0}

A
\\ \
.M<0 o
y = mix+b
.



CAPITULO VII Limites

Ejemplo 1 (5
Determinar las asintotas del grafico de: b = l’f}l [ J-a X —-2-mx
2 ,
X [ 2 )
x“-4 x"“’\\/xz -4 J
Resolucion: 2
a. Asintotas horizontales - lim X (X —\/ X -—4) ~9
Hallando su limite oo x4
) . x2 T x(x—\/x2—4)(x+ X2—4) 9
* limy=Ilm +X=2 =400 = lim = . =
xoe X7l x? -4 x?-alx+ x2—4)
( 2 \ i 4x
. : X = [im —-2==9
. E_T_flei@w\ I +x"2) S Jx2-4(x+x}x2-—4)

Luego, y=2x-2 es una asintota oblicua

{xz ~xJx*-4 ] ) derecha.

= lim
X—3=o0 2 -4 . Sea y=mx+b, una asintota oblicua
izquierda.
. x(x—dx2—4)(x+\/x2—4) [ x? )
= im ————= 2 m = lim +x -2
e 24 (x+fx2-4) =V -4 y
: 2
. 4x = lim ( X +I——}
X==e \/x2—4(x+\/x2—-4) x =4 *
=-14+1-0=0

Entonces y=-2 es asintota horizontal. . , . L
= no tiene asintota oblicua izquierda.

b. Asintotas verticales

Ejemplo 2
2
: X _ , . sen x
lim — . +X—2=00 Hallar las asintotas de la funciéon f(x)=
X—2 \/;( —4 X
2 . -
hm X +x—2 =400 Resolucion:
x=-2" [y2 -4 a. Asintotas horizontales
Entonces x=2, x=-2 son asintotas verticales iy SENX »
del grafico. x5 DO EXIStE
i SENX ,
) . no existe
c. Asintotas oblicuas Xo—e X
[ Sea y=mx+b una asintota oblicua Entonces, no existe asintotas horizontales.
derecha. Hallemos my b.
o2 b. Asintotas verticales
Jm N tX=2 _ senx
B x° -4 lim =co Aa
imn xX—->*a X
X
. Senx
Y 2 lim ~=—oc0 Aa
- xXxX—*a
= lim +1—— |=1+1=2 x . ’ ’
el Ixi-q4 X Luego, y no tiene asintotas verticales.
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c. Asintotas oblicuas (y=mx+b)

Im

X—X x>

(senx

X J_ lim 560X

[Tl = >
X x-3tos ¥

Luego, y no tiene asintotas oblicuas.

Ejemplo 3
Hallar las asintotas de las siguientes funciones:

3x
)= 3)(x+2)

.

J7—x +3

x% -1

3. fx)= x—%senx

2. f(x)=

J3x -4
4. f{x)=
() \/x(x+2)
Resolucion:

Veamos para |
a. Asintotas horizontales

(D |

I X

lim = + o0
x> {x—-3x+2)

. 3x
Im — 00

oo (X—3)(x+2)

bh. Asintotas verticales
3Xx

Im = 400
x5 (x —3)(x +2)

: 3X

Iim —~ 00

2 (x—3)(x+2)

X=3 A Xx=-2

c. Asintotas oblicuas
y=mx+Db

+ oo

m=hmx 3)—(— =
x—=  x{x -3} {x+2)

. A asintotas oblicuas.

Estudiante ponga en practica lo aprendido en 2, 3

y 4.
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Ejemplo 4
Hallar las asintotas de la funcién xy -x -2 = .

Resolucion:
Despejando y:

X +2
X

y.....

a. Asintotas horizontales

lim 222 — lim (1+?~]=1

X =200 x X—>o0 x

. X+2 . 2

Iim = lim (H—):l
X——occ X X——oo X

Entonces, y=1 es una asintota horizontal.

b. Asintotas verticales

. X+2

lim = 4 o0
x—0" X

. X422

IIm = —0c0
X—0" X

Fotonres, =0 ,simaasinintaverical,,.

c. Asintotas oblicuas

X X— o0 2

. X+ 2 |
llm( ] X+2
m=2 22 X --lim[ )=0

X

Yy no posee asintotas oblicuas.

Ejemplo 5
Hallar las asintotas de la funcion:
() x*+3
r= \/ x°~4

v bosquejar su grafica.

Resolucion:
Hallemos el dominio de la funcion:

X*=4>0 = (x+2)(x-2) >0

= XE<—00,—2>U<2,+o0>



CAPITULO VI
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Sus asintotas
2 LAcingntas hrxiznedrlago

. x*+3

Iim = + o0
**”JX2—4

. x% 4%

Ihm — = o0
x”ﬂ”sz~4

Entonces, no tiene asintotas horizontales.

b. Asintotas verticales

. x> +3
Iim = 400
x—2° ‘\/X2 —

. x2+3

Im = 4 o0
X—)“2‘ \/x2_4

Entonces, x=2 A x=-2 son asintotas

verti

cales del grafico de f.

c. Asintotas oblicuas (y=mx+Db)

11

: x?+3
m = lim >
e xx/x —4

4

= ]

% 3
b = lim | X%

X
X—o0 \ &2 . 4 /
Entonces, y=x es una asintota oblicua

=(}

derecha.
. x2+2
m= lim = -]
e x\/x2—4
(2 \
b= lim | <2 ¢ x|=0

+
R CESEV I
Entonces, y=-x es una asintota oblicua
izquierda.
Luego, la grafica de f es:

A

( “
N\
N

y=-x

|

i

{ 7/

—1

p “

.—2! ’ N

' ” LY

|

4

Limites

Ejemplo 6

Thiancdn fataifcion

f0)= (x —5)(x2 +8x +16)

Resolucion:

La funcién es f(x)= %”/(x ~-5)(x +4)°

a.

Asintotas horizontales

iim f(x) =4, Im f(x)=—co

X—> 0 X—> —oo

Luego, f no tiene asintotas horizontales.

Asintotas verticales

Iim f(x)=+< Aa

xX—*a

Iim f(x)=— Aa

x—*a

Entonces, f no tiene asintotas verticales.

Asintotas oblicuas (y=mx+b)

T 3 (x-5)(x+4)* _

1
xaio-o\ X

b= lim (Jx-5)(x+4)* —x)=1

X— Tt oo

Entonces, y=x es una asintota oblicua

derecha.
Luego, su grafica es:
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| ContiNuIDAD |

CONTINUIDAD EN UN PUNTO 3. Si x,eDomf y no es un punto de
Sea f(x) una funcién definida en todos los acumulacién del Dom f, entonces, f es

puntos x de un intervalo abierto [y sea x, €1, se continua en x,.

dice que f(x) es continua en el punto x=x, si: v A

31_23 f(x)=1(x,) /
O ---- - -

Observaciones:

, l

, .

1. Para que la funcién f(x) sea continua en el o
punto x, se necesita explicitamente que se E '
cumplan simultaneamente las siguientes tres o 1 >
condiciones: a X b x
a. f(x) estd definida en x,, es decir f (x,)

390 >0, tal que el Gnico punto que satisface

existe, x, € Domf
| x—Xx5[<d es x, vy If(x)—-f(xo)!=0<8

b. limf(x) existe

X— Xy VE>O
¢ E?o () =1(x) 4. f(x) no es continua en el punto x, si no se
cumple al menos una de las condiciones de
2. Para que f(x) sea continua en el punto x, se la observacion (1} y, en tal caso, decimos que
requiere que exista el valor f(x,) yque V€ >0 f(x) es discontinua en el punto x,,
38>0/|x-x|<8 = |[(x)-1(x,)|<E CONTINUIDAD EN UN INTERVALO
(Si x, es un punto de acumulacién del Se dice que una funciéon f(x) es continua er;
dominio de f) un intervalo abierto 1, si f es continua en cada
A punto x, del intervalo .
f(x0)+6q ------------------ ' Ejemplo 1
fOe b 1 1

f(x)= < ©s continua en x=x,=2

2¢ Domf | lim—l—zf(Z)z—l—
xX—=2 X 2

f(x) es continua enx=x, V x, #0

“ wr == == e GFr ™ @ fm wn W W= ap
W M ar wr v v R W R ey = why e A

R o e A WA AR R e A

>

Xx—8 x. x+06 .
0 Ejemplo 2

' Sy H(x)=x -1, f(x) es continua en x=1?
no necesita de la restriccion |x—x0 | >0 yaque (x)=+x-1,f(x) es co €

claramente se cumple |f(x)-f(x,)|=0<€ Resolucion:
Dom f= [l y oo >
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CAPITULO VI Limites
-—_— e limites

le Domf | lim f(x) existe

x-—1t

f(1)=0= lim f(x)

x—1*

Entonces f es continua en x=1 por la derecha.

Se dira f es continua V x, > 1

Ejemplo 3

2_...
Uf(x) = X =-2x+1

T es continuaen x=1?
x —

Resolucion:
. legDomf

[I. Iimf(x)=0

x—1

L. f(1)£0,f(1) ZA

Entonces, f es discontinua en x=1. Aunque se
puede evitar la discontinuidad redefiniendo Ia
funcién como:

x%—2x+1
fix)=<¢ x-1

0 , Sl x=1

, SI x#1

Veamos:
. leDomf

II. limf(x)=0

xX—l

[l f(1)=0=1lim f(x)

x—1

Con esta nueva definicién, f es continua en x = 1.
Si la funcién f queda definida asi:

x?—2x +1
fx)=4 x-1

k 2 , SI x=1
su discontinuidad en 1 es inevitable.

, Sl x=#1

Ejemplo 4

1 si x>1

¢La funcion f(x)= s es continua en

—1 si x<l

x=1?

Resolucion:
. 1€eDomf

II. Iimf(x) no existe

X-}

L f(1)=1= lim f(x)

x—1
= f(x) no es continua en x=1
Sin embargo
. l1l€eDomf

. lim f(x) =1
x—1F
. f(1)= linl]+ f(x)

Entonces f(x) es continua por la derecha.

AY

Ejemplo 5

Senx
X

Redefina la funcion f(x)= para que sea

continua en x=0.

Resolucion:
. 0 Domf

I lim (Se“x):I
x—{ X

con lo cual f(x) es continua en todo x, # 0
Luego, para que f sea continua se debe definir

asi:
senx .
st x#0
fx)=1{ X
] si x =0
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Propiedades de la preservacion de la
continuidad

Sean f(x) y g(x) funciones continuas en el

punto x=a, entonces:

f(x) £ g(x) es continua en x=a
f(x).g(x) es continua en x=a
f(x)/g(x) es continua en x=a siempre que

gx)=0

(f(x))" es continua en x=a, ne N

vf(x) es continua en x=a si vf(x) esta
definida.

{

|
|

|
I

<

-
. ‘ e - 7 - L e =
. - . - - .t - P L
1 N R P : L ET AR ‘i,
o it z B ' Sk v W e,
Wy = ‘% . % " - 7 " .
RN g e- ?.'.7#‘-7.4/’; wree vhp e e ' s oy i .

-

Sea { continua en un intervalo 1, y g
continua en un intervalo I, entonces, {+g, |

f.g, f/lg, (g(a)=0), son continuasen: ’J

V ae Ilmlz

o -ay——be e

FUNCIONES CONTINUAS IMPORTANTES
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Funcion polinomial
P(x)=by+bx+byx*+...+b x" es continua
para todo x real.

Funcion racional

es continua V xe R, excepto en aquellos
puntos donde el denominador se anula.

Algebra

3. Funciones trigonomeétricas

a. senx, cosx son continuas VxeR

b. tanx, secx son continuas en todo x rea.

slempre gque cosx % 0

cosx=0 & x=%(2n+l), ne”zZ

c. cotx, cscx son continuas VxeX

siempre que senx # 0
senx=0 © x=nn,nez

- o LA o Svn ., wwEcd & ;fbj- .
“ - g - : i ,____ s T
¢ i p ot TS 4 Y, O v' e - ; qI‘.:'rto
." 10 - P o P ‘
. e i
7 R :?::'::. s 5 I Ei f i ''''''' i ?i.
T ST :- ----- 9

Sean fyg funciones tales que existef o g.
Sig es una funcion continua en el punto x;,.

x-"')YU

en el punto g(xo) se tendra que:

X—)Xg

=f(g(xy))
Esto es fog es continua en el puntox,.
También si Lim g{x) =b y f(x) es continua
enb: e

lim (fog)(x)=f({lim g(x))zf(b)

X-—>a (x—>a

x‘-)a\(} x--&xe

Entonces { o g es continua en x=a. Es decir,
no es necesario que glx) sea continua en

X=q.

lim (fog)(x)=lim f g{x) =r( lim g(x)) |

x=a para que {fcg)(x) sea continua en

es decir, lim g(x) =g(x,) y{(x) es continua

-
i
4

|

|

|
l

!

u

|

|

Ejemplos:

f(x)=vsenx
f(x)=(m o n){x) con m (x)= Jx

n{x)=senx

fes continuaen {xe R/senx>0}=
[0;n]c A



CAPITULO VI

Limites

'PUNTOS DE DISCONTINUIDAD DE UNA FU

Se dice que una funcidn f(x) es discontinua
en el punto x, que pertenece al dominio o que es
un punto frontera del dominio si en este punto no

se verifica la condicion de continuidad.

(x—-D(x+2)(3x-1)
(x-Mx+2)

f(x)=

Veamos:

f(x) es discontinua en x=1 y x=-2 ya que f(1) ni

f(—2) estan definidas.
Luego, el equivalente de f(x) es:
f(x)=3x-1conx#1 A x#-2

x>5 = x-1>4 = Jx-1 es continua

YV x>5

x>5 = x%-25>0 = ¥x?=25 es continua
YV x>5

x>5 = Jx-1-2>0 = YSx-1-2 es

continua V x>95
.. f(x) es continua V x>5

Sea x=5 = f(x)=0 = (5)=0

——

Yx-1-2-9 %5 _ .,
4 _— -
5

¢ im
x—5"

—l

s

Haciendo x-5=h
Six—=5=h—-0

= lim f(x)= lim f(h)=0

x—5" h—0"

lim f(x)=0, lim f(x)=lim ¥5-x=0

x—5" x—5 x—5"

= limf(x)=0=f(5) = f(x) es continua

XD
en x=>»,
Dea,byc fescontinuaen R.

Ejemplo 2
Analizar la continuidad de:
a. h(x)=sen(x*-x+2)

Ejemplo 1
Analizar la continuidad de:
J5—x xX<5H
J 0 xX=5
0= 14 x—1-2-Yx2-25
— o x>5
Yx -5
Resolucion:

( 1
b. g(x)=sen COS[——2-D

L X

Resolucion:

d.

\ & Supongamos que x<5 =3 f(x)=v5-x ,

5-x>0

= fes continua V x<5
b. Supongamos que x>5

3)/x-1-2-_%/x2 - 25
Ix-5

= f(x)=

Sea m(x)=x"-x+2 es continua V xe R

f(x)=senx es continua V xe R
Luego, h(x)=f(m(x)) =f(x*-x+2)
=sen{x’-x+2) es continua V xe R

I
g{x)=sen (cos[—f)] es continua

X
Vxe R-{0}

371



Lumbreras Editores

Algebra

s ————

CLASIFICACION DE LAS DISCONTINUIDADES

Se dice que la funcién f(x) tiene
discontinuidad evitable o removible en el punto
X, SI:
.  Existe Iim f(x)

X—Xg

II. f(x,) no existe o si f(x,) existe vy
lim f(x) # f(x,)

X— X0

En tal caso definimos:

f(x) X # X
f(x)=

lim f(x) x=x,

X—Xg

La nueva funcién f(x) resulta ser continua en el
punto x, y se llama extension o prolongacion
continua de f(x) en el punto x,.

Ejemplo
|x-3] x=#3
f(x)=
~2 X=23
Resolucion:

Jx—S x>3
f(x)=43-x x<3
|—2 x=3

im f(x)=1lim (x-3)=0

r—3* x—3F

lim f(x)=lim 3-x)=0

x—>3 x—3

De donde lim f(x)=0

xX—3

Fue una discontinuidad removible en x=3.
Se puede volver a definir de tal modo que resulte
continua.

372

Definicion
Se dice que f(x) tiene una discontinuidad
esencial en el punto x, si se cumple:

. lim f(x) no existe

X—r Xp

. lim f(x) esinfinito

XXy
Ejemplos:
2—-X x 21
1. f(x)=
x+2 x«l
li“} f(x)=1
linl1_ f(x)=3
= Alim f(x)

x—1

Entonces la discontinuidad es esencial.

1

2. f(x)= -
liry}f f(x)=+oo
lim f(x)=—c0
x—4

Entonces en x=4 es una discontinuidad
esencial.

X

3. f(x)=3-xsen (-]-)

lim f(x) =3-lIm xsen—l-=3-—0 =3
x—0 x—0 X

En x=0 la discontinuidad es removible o
evitable.
La nueva funcién f(x) que resulta ser continua

V xe R es:

3—xsen—l- x#0
f(x)= X

3 x=0



CAPITULO VIi Limites

CONTINUIDAD DE UNA FUNCION EN UN e lim f(x)= lim (-1)=-14=f(1)

INTERVALO CERRADO x> x—1
Se dice que la funcion f(x) es continua en un f(x) no es continua por izquierda en x=1
intervalo cerrado {a,b], si se cumple: Sin embargo, se puede definir como:
1. f(x) esta definida en todo punto x€ [a;b] X-1 oy [0:1>
2. f(x) es continua en todo punto x del intervalo f(x)= {1 x -1
abierto <a:b> es decir: 1 i x=1
im f(x)=f(x,) Vxe<ab>
e Ejemplo 2
3. f(x) es continua por la derecha en el extremo y ) o By
. Determinar la continuidad de la funciéon
a, es decir:
. - 4-x°
l_lil} f(X)—f(a) f(x)= ]~x2 en xe [__]’]]
4. f(x) es continua por la izquierda en el extremo
b, es decir: , Resolucién:
im f(x) =f(b) El dominio de la funcion:
x—b” 2
4—-x2 20 = xe<-o2lu<-1,1>U(2,+ >
1-x -
. . . 4~ x?
- 8i xe <-1,1> = Iim f(x)= lim :
X~ X x—xg ¥ |—x
4-x,
=, [— =1(x;)
1-x; ’

Entonces, f(x) es continua en <-1,1>

Ejemplo 1 —
: 4 - : : : 4 —x
Obtener la prolongacién continua en el intervalo . lim f(x)= lim \/ = = +o0
cerrado [0;1] de: x——1" e U I B ¢
. lA-x*
[ x-1 « lim f(x)=lim = oo
1 0<x<l x=—=1" ( ) -1 ¥ 1-x
fix)= {1 x -1
'k 4 x=1
Resolucion:

f(x) es continua en el intervalo {a;b] si ]
es continua Vxelab] y, ademas, es §
continua por laderechaenelpuntoay |
por la izquierda en el puntob.

¢ f{x)es continuaen xe <0;1>
St xe <0;1>

x -1

= lim f(x)= lim f(x)=——— = lim (-1)
X~ Xo X Xg | x=1] x=x . Del mismo modo se define la
=f(x,) V x,€ <0,1> continuidad de la funcion en el

intervalo semiabierto <a)b} y/o
también en [a:b>. También en los }
intervalos de la forma. |

— f(x) es continua en xe <0;1>

. lim f(x)=lim (-1)=-1=£(0)

x—-0" x—0*

<a;teo>; <— oab>; [ajeo>; <~ oub]; |
R =<~ coic0>

= f(x) es continua por derecha en el puntox=0
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Problemas Resueltos

Problema 1

Si lim f(x)=b, demostrar que b es tnico.

X—a

Resolucion:

Hay que demostrar que si limf(x)=b,,

X=—a

lim f(x)=b, se tendra b,=b,.

X—a

Por hipétesis, dado € > 0 se puede hallar un 60> 0
tal que:

1(x)-b, <% si |x-al<s

c
If(X)—b2|<§ S |x—a|<5

De
by b, | =] (b;—f(x)) - (b,~f(x)) | <
Ib,—f(x)| +|b,-f(x)| < .§_+§. o

Es decir |b,-b, | es menor que cualquier nimero

positivo € (por pequefio que sea) con lo cual
b,=b,

Prohiema 2

Si lim g(x) =b # 0, demostrar que existe 6>0 tal

X-—=>a

que:

]
[g(x) | > ‘é’lbl para 0<|x-al < §

Resolucion:

Como lim g(x)=b se puede encontrar § > () tal

X—a
]
que lg(x)—b|<§|b| para jx-a|<

Escribiendo b=(b - g(x))+g(x)
Ib]=](b-g(x))+g(x)| < |b-glx)|+]g(x)]

|
< bl +]g00)| de donde |g(x)]> Ib]
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Problema 3
1 i
N b — lim =R
Si ll_rg g(x)=b , demostrar que im 9 b
bz0
Resolucion:

Hay que demostrar para cualquier £€>0 exisie
0 >0 tal que:

! ll=|b"8(,{‘)|
g(x) b| |b]|gx)]

Por hip6tesis dado £€>0 existe >0 tal que:

<€ ;|x-al<o

|g(x)-b|<%b28 si [x~a|<9,

Del problema anterior como lim g{x)=b ccr

X—a

b = 0 se puede hallar 0, >0 tal que lg(x)|>%:t
si [x—a|<o,

Entonces, si 8 eselmenordelos §, y 9, se pue:
escribir:

1 1

e — ) =§

g(x) b

siempre que |x-a|<
Con lo cual queda demostrado.

Problema 4

. senx
Calcular lim :
x-0" X

Resolucion:

. senx . senx
Iim = [im —— \/E
x—07 \/,_Y- x-0" X

= lim (Se"x)- lim Vx

x—0* X x—0"

=1 x0=0



CAPITULO VIi

Problema 5
. l-cosx
Calcular lim :
x—{ X
Resolucion:
Como

senx/2=\/1—czosx = |-—cosx=2sen’x/2

se tiene:
2 y
fim 2sen gx/2) — 9lim sen 2)(/2
x—0 X x>0 1 y
3]
2
1 senx/2 Y 1( . senx/2Y 1
=—lim =—| lim —
2 x-0{ x/2 2\x/2—>0 X/ 2 2
Problema 6
Calcular Hm(x~—sen 2xJ
x>0 X +sen3x
Resolucion:

Dividiendo numerador y denominador por x se
obtiene:

1 senzx {—lim 2sen2x
lim X__ - x>0 2Zx
X0 14 SeNnJ3x 1+ lim 3;aerl 3x
X x—0 3)(
. Ssenlx
I-2lim oy _1=2(1) _ 1
1+31im 3E03X 1+3() 4
x—0  3x

Recordando %hm =11
ia-m O

J"Alf WWWWMX\M

ens )
J

Prebiemal

. 1— x?
Calcular Im -
x—>1 SeNmx

Limites
Resolucion:
Haciendo x=1+y = x =1, y—0
I-(1+y) y(y+2)

lim
y~0 senn(y + l)

=-lim(y+2)- 11m vy~ 1

y—0 y20 SENMY T

1
-9 1__2
1 T
Problema 8
Calcular lim 1“‘/‘:20”
x—0 X

Resolucion:

. . . 0
El limite es de la forma indeterminada 0

Multiplicando y dividiendo por 1++/cosx se
obtiene:

lIm

x—{

2
x* A l1+<Jcosx

. |-cosx ]
lim 2
x—0 X 1++Jcos x

I-cosx
2

(I—Jcosx Vl+\/cosx\

Como lim
x—0 X

= ; (del problema 5)

y Im (1+Veosx ) =1+1=2

x—0
__I-+cosx 11 1
Entonces, lim 5 = — = —
x>0 X 2 2 4
Problema 9
Calcular lm} (1-x) tan( :rr2x]
Resolucion:
Haciendo x=y+1,si x—1, y—0

lim (-y)tan—~ (y+1)—-—11mytan (y+1)

y->0
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= [im ytan AN
y—0 2 2
my T
R )

cosﬂ 1
=-lim y— 2 —
=0 _sen¥ sen2?
2 lim 2
y#UTW'z
2 7
_z
T
Probiema 10
Calcular lin}t il x;;i
X-—)Z- x__
4

Resolucidon:
Haciendo un cambio de variable

X=y+— X 0
Y 4,Slx—9z-,Y*9
Se tiene:
t:.-my—-lz:mE
4 _y
t::m(y+E — 1 l—tanytan-’-r-
lim —L“‘ =lim ——— 4
y—0 y v—0 Yy

tana +tanf3
1-tanot anB

I tan(a +p) =

tan-—zl
4 |

tany +1
1-tan l 2tan
= lim —Y___ _Jjm —221nY
y—0 y y-0 y(1-tan y)
=2lim 2 it gy 1
y->0 y  y=0]1l-tany
=2
Problema 11
Usando la definicion de limite demostrar que:
2 —
lim 3x°-8x+4 _ 4
X2 X—2

Resolucion:

Debemos demostrar que: lim f(x) =b

X—a

St VE>0, 38>0 talque si0<|x-a|<§

entonces, |f(x)-b[< €

En el problema, st |x-2}< §

2 —
Entonces M_4 <€

X—2

Dado € >0, debemos encontrar &> 0

3x"-8x+4 | |Bx-2)(e<7]
X=2 , x<2
=|3x-2-4|=3|x2|< €
= 0<|x—2|<§-=8 = §=1
3 3
Si 0<|x—2|<-§ = |f(x)-4|<E€

Luego, Iirr% f(x)=4

Problema 12
Demostrar usando la definicién que:
3 1)
lim ( x ~1 =3
x— 1 X—l/

-

\lgebra



CAPITULO Vi Limites
Resolucion: Problema 14
Debemos demostrar que VE>0 3§>0 tal que  Demostrar que
x+4
TX .__1 ]lm‘-— =4
(x-1{<d = -3|< &€ x-0 x° +x +1
x ~1
Dado £ > 0, debemos encontrar §> 0 Resoluciéon:
L= +x+D | VES>0,35>0/0 0|<38 “i ~4|<
(=T -3 ={(x-D(x +2)] v E= >0/0<]x-0]<6 = x4+ x+4
=|x=1{|x+2] Dado €> 0, debemos encontrar o >0
Necesitamos acotar |x + 2| Cx+4 B 42 + 3y x| [4x+3]
Tomando d=1 = 0<|x-1|<I x24+x+1 Pex+1l | X%+ x 41

= —~l<x-l«<l = 2<x+2<4

= |x+2| <4

Si fx-1]<1 = |f(0)-3|=|x+2]|x-1]

€

<4|x-1|<€ = |x—l|<2=5

= 3= min{l ; E}
4
Luego, Iin} f(x)=3

Problema 13
Demostrar que:

1imJ§=2

x—4

Resolucion:
(VE>0,38>0/0<|x-4]<d = Wx-2/<g?
Sea £>0

(Vx -2)(Jx +2)| |x-4]

D) S AN Sl A S ST P L.

Vx-2 Jx +2 | x +2
Pero: \/;20 = \/;+222 o — : Sl
x+2 2

entonces: lx 4]
Jx +2

| x—-4|<2€=8 = 6=2¢

—Ix 4i< €

Luego, lim vx =2

XxX—+4

x+4

x%+x+1

s§|4x+3[|x|

Tomando 6 =10
Ix|]<10 = -10<x<10 = -37<4x+3<43

= |4x+3|<43

4
—-|4x+3[|x| <3 43|x|--l—7-2-|x1<8

3€

= 0= min{—g—% ; 10}
172

xX+4
. lim e — =4
x-0 x° + x+1

Problema 15
Hallar 6> 0 tal que:

2_
33‘-}2%*1 <0,2 si O<|x-1|<3$
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Resolucion:

2x% —3x+1 2x — 111 x -1
5 *—" 2“ l§]2x—![|x—1|
x°+1 | x° +1|

como x’+1>1
|2x-1}]x-1]<0,2

Tomando 5=% = |x—1|<%

= *l<x—1<—1~ = l<x<§ = 1<2x <3
2 2 2 2

= 0<2x-1<2 = |2x-1}<2
Luego, | x-1}]2x+1}|<2]x-1]<0,2

0,2

= |x=-1j<—=0,1=0

Luego, 6 =min{0,2;0,1}=0,1

Proliiema 16
Calcular

 N2x-4-J8  2x+1-3
a = lim . b=lim

x—6 \/X’“S""\/§ mx—~>4\jx—2—\/§

e indique aXb.

Resolucion:

0

Los limites son de la forma 6

o iy V2X—4-V8 V2x-4+48 Jx-3+V3
S x-6 Jx—3-43 2x-4+8 Jx-3++3

(2x—4=8) (Vx—-3+v3) 2243 3
28 V2

= [im

A M(\/Qx—4+\/§)

b= lim JV2x+1-3 _\f?x+l+3.\/x-2+x/§
vod Jx—2-2 2x+1+3 Yx-2+/2

(2x+=9) (Vx -2 +2) ZoV2 22

= im
x—4

(x=2=2)J2x +1+3 Z-3 3

Luego, ab= jg ' Qf
2

' ab=—
J3
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Problema 17
Calcular el siguiente limite:

lir*1r1<1/;Jr§/}+\/;-3

x—1 x-l

Resolucion:

Haciendo x=t'? x 51, t 51

Se tiene:
| 4/t12 +3/t12 N /t12_3
Iim

Reduciendo y ordenando:

o th 4t e 0 -3 o
lm} T se busca eliminar el factor
1— —

0

(t-1) quien lleva a la forma indeterminada 0

Factorizando numerador y denominador.
(*) C+t'+-3= (=D + =D +(-1)
= (t=DE+t*+ P+ +t+ 1)+
(=D ++t+ D+ =D +t+1)
= (t=D[C+t*+2+ 3t* +3t+ 3]
() = 1=(=DE 0+ A+
Entonces,

(T +t +2t% + 362 + 3t + 3)
lim 1. .10 5
o1 T+t Lt ])

1+1+2+3+43+3 13
I+1+...+1 12

i2 Unos

Prohiema 18
Si la grafica de la funcion f es:

bwr ww ww = ol e e A ey AR M AR e e e -

ww wwn sk b v A A B e

NG
CaF -



CAPITULO VII Limites

Dar el valor de verdad de las siguientes Resolucion:
proposiciones. Recordemos lim f(x) existe si y soOlo si
.  lim f(x)+£(1)=2

x—37

lim f(x)= lim f(x)=1lim f(x)

1. hmf(x =f(3) X—m x—m” X->m
! ) Con el problema:

.  lim f(x) =f£(3) lin{; f(x)=b-0+ab =ab
xX—3 X—
V. Tim f(x) = (1) lim f(x)=2-(0*+b)"?-b=2Jb-b
X— x—0
Entonces: ab=2Vb-b ..... (ct)
Resolucion: ,
Del gréfico: Ademas, f{1)=1 = b+ab=1 ... (B)
1
A De (oa)y(B):ab+b=2\/B:1=>b=Z
1 a a 3
D P —t—=1= —=— = a=3
2] S n (B) R 17

d— wer wwr M R PV R e -

Se pide 4b-a= 4[%}—3 =

Prohiema 20

21 2 T3¢ > Dadas las funciones:
f(xX)=Jx+1: xe[-1,2>
lim f(x)=HIm f(x)=1 A f(1})=2 ,
x—1" x -1t IIXI[ , X < 0
. . g(x)=
im f(x)=3 , lmgl f(x)=1 A f(3)=1 x°-1; x20
x—3 x-—-3" ’
Luego, las proposiciones son: Halle lim (fo g)(x)
. F 0
i V
. F Resolucion:
IV. F Redefiniendo la funcion g.
—1 - x <0
Problema 19 g()=1{
— . >
bx? +ab . x20 xo=b =0
Sea f(x)= « Recordando: [x]=-1 & -1<x<0
Ax+b)*-b: x<0 ,
‘ im (-1) =-1
) x—
Hallar ay b para que exista lim f(x) = lim g(x) =
0 lim (x*-1)=-1
Ademaés, lim f(x)=£(0) A f(1)=1 0

“0 — lim (fo g)(¥)= lim f(g(x))
Dar como respuesta 4b-a x--0 x—0
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= f(ll_rg g(x)) =f(-D=v-1+1=0

112?} (fog)(x)=0

Problema 21
Si lim(f(")"ljzl

x--0 X

Calcular lim [0~ f(bx)

x—0 X

Resolucion:

flax)—f(bx) f(ax)-1

f(bx)-1 |
X X x |

f(ax)-1] |, [f(bx)-1

bx

— —

b

Tomando limite cuando x —> 0
o f(ax) - f(bx)

x—0 X

=1lim

x—0

{a flax)-1 h f(bx) -1
. ax - bx

Como x—=>0, ax—>0 A bx—0

-.-.alim[f(ax)‘]) blim(f(bx)_l)=a—b

ax—0 ax bx—0 bx
., lim J@x) - fbx) _ . _o
x—3»0 X
Prohlema 22

Sabiendo que el siguiente limite:

. o x(x*-x+a)-144
Iim 5 :
x—2b  x*-4bx+4b

determinado, segun ello calcular: a+4b.

es un numero real

Resolucion:
Como el denominador es (x-2b)* para que el
limite de la funcién sea un nimero real,

380

determinado (x-2b)* debe ser un factor de.
numerador.

x*=-x*+ax-144

Por H . 5
ormorner x? — 4bx +4b?
1 ]1 -1 !a ~144
b | L 4b | —4p’
—4b? d | 4b(4b-1) - 4b%(4b -1
1  4b-1 ; 0 0
Del resto

~144-4b*(4b-1) =0 = b%*(4b-1)=-36
De donde b=-2
Asimismo: a-4b*+4b(4b-1)=0
— a=4(-2)"-4(-2)[4(-2)-1] = a=-56
. a+4b=-56+4(-2)=-64

Prohiema 23

Determine

i 1+ Bx W+ ox -1

, mne N
x—> 0 X

Resolucion:
Del binomio de Newton:

VRN NN AN 4R N e SRR A

En el problema:

o (1 B )™ (1+ o)™ —1

x— 9 X

Como x —(

(1+@)(1+w‘) 1
lim LN )

x— 0 X

2
l+%+@-{-+aﬁx 1
= lim Im I mn

x— 0 X

= ]im (-—g--l-E-i-a—Bx)

o
a B
x»>0lm n mn I n
.. o
. el limite buscado es — +E
m n



CAPITULO VII

Limites

oo

Problema 24
Si a= lim 27219
x> 3+ 5(1 O)‘

c= lim V6x2 + x —V6x

X—)oo

Calcule a.c
Resolucién:
Recordando:
0 siO<r«l
imr" =
=0 o Sl r>|
En el problema:
—-2—+4
a=h 2;!-490 )— m 10 -
X—> oo 3 +5(1 Ox) X— o0 3 + 5
10*
21im —l~— ) +4
_ X =3 oo 10 4 4
= . x1 —a E‘; = ad = -g
tim{ L] +5
x—e| 10
c= lim V6x2 + x —J6x
| A — |

— 2
- tim (V6x? + x - VBx) . YO+ x +V6x
Xy 36x2+x+\/§x

X

= Iim

X—yeo

(S,

1
=lim —=
X—eo ,6+*—+\/_ V6 + -\_/6 2\/_

= |lim
X=ee \/6x2 + X +\/f—3x

Problema 25

Sea la funcion
X" —1+2n(x -1

x° -1
f(x)= {

2x% —Jx+3 XS]
| x_‘;x |

Calcular el valor de n (ne N) de modo que

, X <1

hm f(x) exista.

x—1

Resolucion:

Recordando: lim f(x) existe siy sélo si

x—u'o

lim f(x)= lim f(x) = lim f(x)

x-—>x0 X—Xp X— Xp
L lim f(x) = im x -—l+22n(x 1)
x—1 x—= | x°~1

- lim Ce=T) (™' 4 x™2 4 +x+1)+2n(x<T)
x—1 M(X‘Fl)

’ n sunlandos_\
_{U+1+..4D+2n _n+2n_3n
I+1 2 2
2_ [vao=2
II. lim f(x)=lim X —Nx+3
x=I* x=1" —J—

T 2x? —\/x+ 2x +\!x+3 x+\/—
-l x-Jx 2% +dxt 3 x+vx

_ lim 4x - (x+ )] x+\/-
-1 (x? - x) (2x2 +Jx+ )

Observe que:

4x* —x -3 ..—-.(x-l)(4x3 +4x* +4x+3)

x*-x=x(x-1)

— lim M(4x +4x? +4x+3)(x+J_)
x—1 e<Tx(2x2 +Vx +3)
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(4+4+4+3)(1+1) _15
2++1+3 2

De (1) y (Il): 3711_:"155_ = n=95

Evaluando

Probiema 26

Usando la definicion de limite demostrar que

x+1 1

Iim =
xoe x+]1 2

Resolucion:

x+1 1

im significa que

x—eo 2X +1

VE>0;30>0 tal que de la desigualdad x > §

l.La 1gualdad

x+1 1 I

=> —|= <
2x+1 2] |2x+1|

1

= <|{2x+1| como sabemos

|2x]—-1>|2x+1| esto bastara para

]2xl-1>-1— = |x|>1(l+l]

€ 2 €
Tomando
5=-]_ l+l = | xX[>0 = ahd —-1-!<8

2 € 2x+1 2

.o x+1 1
esto es hm — =

xoe 2x+1 2
Prohiema 2]

X
Demuestre lim (l-l- l) =

X—oo x

Resolucion:

Sea x>1 pongamos n={x}] = x=n+k donde

ne N/ke[0,1> = n<x<n+l

n X n+l
—-!-<-I—-$-l— = 1+—l— < 1+l < ]+—1—
n+! x n n+1 n n

para x — +oo (N — )

382

n+l n
Como lim (l+~l—] = lim(l+—!—-J =e
n—o n n— oo n+l

1 X
= lim[1+-—J =¥¢

X ~> 50 x

Ahora si x<-1 = x=-y y>0

. 1y | |
bm | l+—| = Iim|{l-—| =Ilim|[1l+— .
X— o0 X y— +oo Y, Y + 00 y~1

y=1 \
= lim l-irL l+—-—1—- =e

Para x — ~o de los 2 casos se tiene:

Iim (l +l) =e
X—> 420 X

Problema 28

. sen2x—cos2x -1
Halle lim -
x—%f Senx—CosXx

Resolucion:

0

Evaluando tenemos o Vamos a transformar.

sen2x —cos2x -1 _sen2x—(1+cos2x)
SeNn X —COS X ~COSX +Senx

_ 2senxcosx —2cos’x
Sen X —Ccos X

=2COSX

I

V x # 2 pero como 2 cos x es continuaen x =

tomando limite.

sen2x—-cos2x -1

lim — lim 2cosx =2
Problema 29

Halle 1im{(1-0) tan%q

-1

i

[ 4



CAPITULO VI

Resolucion:
Evaluando tenemos 0. o para hallar el limite

hacemos 1- 6 =x; como

limx =1im(1-0) =90

0—1 60—

Cuando 6 - 1(x —>0);6=1-x

lim(l—(—))tanzr-?- =Hmx tanE(l - x}=Hm
01 2 x—0 9 x—{ T
Sengx

X

nx
I 2 . 9 . T
COS—X =— liImx Jimcos—x

T x—0 7T x—0
SQHE X

jtJc

. . T

llm x 2 =1 A limcos—x=1
T x—0

-0 gen—x
2

oo Em(l - B)tanf-o— = 2
0—1 2 T

Problema 30

X

Calcule lm G donde G= il

m+x
M —> oo X Cm

Resolucion:

X

m ~mmix!t
x(m'*'x)? (m+x)!x
m! x!

G=

B (x-Dim”* m! ~
1.23.mm+D..(m+x)

o (x-DHNn.23. . mm’
1.2.3..m(m+1)...(m + x)

~ M
= (x-D! cuando (m — o)

R

— '}
lim G= lim (x-1)!

e m%w(HiJ(l +—2—)..{1+£)
m m m

entre m”

= {x - I}

Limites
Problema 31
3 .
Halle a+b+Z para que f(1)=1 si:
o ]
bx? || x? + - ] +absgn(10-x*);x >0
f(x) = « “MX‘]P]OO%

24x? +b +bsgnx; x <0

Ademas existe lim f(x)

x—0

Resolucion:
1=f(D)=b(1)*[1+0]+ab(l) =b+ab ...(c)

COmo: T 3 l W:O
¢Hx ]]+100J

.  lim f(x)=b(0)+absgn(10-0)=ab ...(B)
x—0" e = o
UNO

2. limf(x)=2J0+b +b(-1)=2¢b -b ...(8)

x -0
como f(x) tiene limite er; x=0
ab= 2\/g“b en (o) = 2\/521 b:%

na=3 ; L=§=ab
4

3+

]+3=4
4 4

Problema 32

Halle el valor de ne Z si se sabe que:

o (X +8)"(3x+4+6)" (4x+16)" 7 _ 8

o+ (9x" +6x-3)"(2x-6)"" 243
Resolucion:
Cuando Tim £%) _y /ke R
== Q(x)

= P(x) vy Q(x) son del mismo grado y K es la
division de coeficientes principales en el problema.
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xn 3n+1xn+l(4x)n~2 ~ 22n-4.3n+l - 2n-3 - 8
9" x*"(2x)"" g2mt 3 243

s n=06

Problema 33

Demuestre que una raiz de,

ax? +bx +c=0 conb, c reales mientras a tiende

a cero (b#0) esreal

Resolucion:
Las raices x;; X,

—b+vb? —4dac —b-+b? -4ac
xl T rr————————————-—_— ; xZ —_ . -
2a 2a
Racionahizando
X = "445 = limx, =-——
| 24 (\/B2 —4ac +b) a~0 b
Xy = —4Ac = limx, =-2C=
2 = —— 2= T =
2 4 (b -+/b* —4ac) a—0
C
pero notamos que x;="\" esuna real.
Problema 34

C
Halle la distancia del punto [2+§;1] a la recta

que pasa por (1; -2) es ortogonal a (3;c+1)
cuando “C” tiende a “3”.

Resohicion: .
n(3;c+1)

(2+¢/3; 1)

P(x;y)

La ecuacién de la recta L: (P-P,)n =0 cuando ¢

tiende a “3” (2 +§;l)—> (3;1)

384

Reemplazandolarecta & :((x;y)-(5-2))(3;4) ="
= (x-D+Hy+2)=0 = 3x+4y+5=0
3(3) +4()+5] 18

J32 + 42 D

Problema 35
Si f(x)=ax+b;

d=

b
ling f(x)=4: lim f~'(x) =—1. Halle =~

Resolucion:
lin; f(x) =a(2)+b=4...(0)

x=—32

lim f ) = 2 ;b =-1.p

2 8
de o =—: b=—=
AP a 3 3
2 =4
a
Problema 36

Calcule lim = X2
x—4 X —

Resolucion:
Podemos expresar convenientemente

Lzllm(x—él)—(«/x—Z)___“m (- 1
x—4 x4 X +2

do limite L=1 -—l— = L=§

tomandao nmite L= 539 4

Problema 317

,nff o —D
Calcule limY¥=2 y f,=b"b>0
x—a X-—a d

Resolucion:
Se sabe

(dfTﬁ-—b)[e/f"(}i"“ + i) b .. +b“":| =f(x) -b®

- e’

FR(x)



CAPITULO VI

Limites

(T v

= X Ta)FRG)

(ViCx) - b)FR(x)
L = Iim
x-a (x-a)FR(x)

(x-a)ylx) y(a)
B Llinn (x-a)FR(x) FR(a) ©

i)

S— e i VF—‘-‘-
N emMminoes

Luego, evaluando FR(a)=nb™"...(II)

y(a)
nb""}

también FR(x)= Vi)

Finalmente, L=

n
i XD -
x—a X—a

= lim (x-a)y(a) _ y(a) _ y(a)
X—a (X - a)FR(x) FR(a) nb™"!

FR(a) nb“"'

n/-Wh SRIT- -SSP ey LT ,ww\ wIHAERDL ST ANKRE S A R B L IR RREE MR KA XU 7 Kr RN X 20 R L G

i
fR(a) = indice (# que acompaiia al radlcal)’“d“’*‘“i

AN A ANSIA S AALIAY ALARRAINNN S8 T AR ANENY IR FH50 7 I AT TIN E N* = W T8 A VAALANN § ALSCPRA-ANBL P BENNFAY 7 = WA . 2 A N/-u’-"

Calcule el limite

hm\/; a

x-a't X — a

Resolucion:
Aplicando la nota anterior

L= lim Vx -a
aa WFR(}O

x—a" {x-a" )FR(x)

_ 1 _ |
FR(a) na"

vemos F R(a,.) = na

n—1

Probiema 39

Yx? -3 -1
Calcule L =Ilim
x-2 Y x + 6 2

2 _
b+..+b™"

Resolucion :

= =lim

(x-2)(x+2FRy,) _ | _ 4FR,
=2 (x-2)FR,,, FR,

4(12) 48

Finalmente L= —
ina - :

Problema 40

Calcule el limite

i x4 27+ 416 -5

20 x - x°

Resolucion:
Agrupando convenientemente

(\/}TT 3)+ (\/x_ﬁE-zl

L = fim
ol X (—x)

Jx+273~33

s g e— sl .

L =lim PR
x—0 x (1—x)

£ X

—— +
e FR) FRyO) 1 1
L= X(1-x) FR, FR,

FR:Z{.X)

Tenemos FR,=3(3)°"'=
FR,=4(2)""'=32

I 1 59

L:E+§-§"2’?x32

x+16 4 -2

(x?-4) FR,(x)
x-2 (x-2) FR,(x)
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e T ——————————————————

Problema 41

La recta y=2x+4 intercepta al eje de las
ordenadas en el punto N, sea P otro punto de
dicha recta y sea O el origen de coordenadas, de
tal manera que el triangulo MOP tiene una altura
h: respecto al vértice N, si la abscisa del punto P
tiende oo, hallar el limite de h.

Resolucion:

L:y=2x+4y E es la recta que pasa por el

origen de coordenadas y contiene a P.

P: (L~L,) en elinfinito

P=(x; 2x+4); pendiente de f{ L m

2x +4 . .,
m= vector direccion de
X

OP=(x,2x+4) vy §=@l=(~2x—4;x) en el
punto N=(0; 4)

Flvector PN=N-P=(0,4)-(x;2x+4)

S

1

PN = (—x; - 2x)

h _‘ proy PN | (=x;-2x) (—2x-4; x)
a J(=2x - 4)? + x

. x(2x+4)-2x* | _ 4 %

2 2 2
J(=2x-4) +x }{\(2%) N

abscisa x tiende a o y h tiende

. : 4 4
Iim = lim =
X—eo XYoo 4 2 \[5
2+-~—) +1
\( x

386

Prohiema 42
Calcular el lim = f(x)** donde f(x,)*"* =1"
1
Si se sabe lm (l+h(x))hm = e
X=X
h(x,)=0
Resolucion:
Partimos
g(x)

L= lim [1+(f(x)-1) ]

X— Xp

1 L{f(x)-1)g(x)
f{x)~1 }

= Im {[l +(f(x)-1)] ('

Como f(x,)=1

o Jim [(F(x)-1)g(o]

X-—}IO

= 1m0 (-0

limn (f(x)-t)g(x)
L — exq.r{;

g{mqﬁm Mwumfm'ﬁz:-wmmwwwwmwm il ke e !/W

T ey )
. lim fx }g{,x} = ex‘*xo %

Si f (x0 )g(*")

Problema 43

Calcular el

- 3 2 2}:
: x°+x°+x+1
im | ——
x—el X7 =X+ x -1

Resolucion:
F( 3
Hm | 3+x2+x l-vl ]Zx!
L=e x—w\ ~x“+x-1 1 _
lim (2x +2x)‘2x
[ = ex—>°° x?~x%+x-1
. dx +dx
im ——

=" ~x“+x-1

I

4+—%—

X
,.lELl i1
L=e x xt x

It
(D
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Limites

Prohlema 44

1
2 v 3 -'.Z
Calcular el limite lm?) (cosx)x
X

Resolucion:

Evaluando 1™

! lim (coqx—l)-l—
: %3 x—0 ) 2
L=lim(cosx)* =e A

x—0

Recordar: cos(2x)=1-2sen’x

Problema 49
Calcular:

i (0°=D(n” - 2)(n” -3)

.....

o« (n* + 1)(n” + 2)(n® + 3)

Resolucion:

Dividiendo el numerador y el denominador por

(n2)"

N—.

.....

(n°-1){(n*-2)(n*-3).....(n*-n)

(n?)"

iim

ne (n? +1)(n +2)(n® +3).....(n% + n)

(n2)"

n’-1 2-2]{&—3\
lim n’ n” A n* )\ n® )

e (0241 n?+2Y n?+3)
5 ” T

.
-2 (1-
: n n
lim
R oo ] 2
l+-—2~)(1+—§- 1+ —
\ n Il

Iim

Nn—o

Al
A, s Tt z
P A 2 Z o 0
e et PR Y A b
=y O o e 0 B
Sl . oo -
e s AR el ToaglW e oald

im (1+5) =e* :2<e<3 :VkeR-{0}

X =00

X

_n(n+1) n%-n
" 2
ime ™ =g » =g

n-—oo

Problema 46

Calcular lim

In(n™)
n—e n(n!)

Resolucion:
Aplicando la fOrmula de strinlig:

n'<>n"e"V2nn

jim — )
n—e In(n"e™2mn )
. ninn
m —— —
n— oo

nin(n)-n+ % In2n+ % In{n)
1- —— —tr
in2n ]
! +—
Inn 2nin(n) 2n

lim

=00 ]
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Evaluando tenemos

IIm l

n-e |- 0+0+0
Probhiema 4]
[ . n3+]\]3n2+¥
L=lim sic.005 161 "™
\16n5—512

Resolucion:
X (3021-!)

2ff N+l
‘ 512n —16\\[(113-—n
16n - 012

S

{3n241)
Lo \[(512“ —16)'!15“'\/(

16n° -512

. n3+ (3n2+1)—
:n.lt"l[na_,’,] j
sl . [512n°~16 L,
L =2 im =
n—>e{ 16N> -512

512V _ 4T
Vie

. Gx) lim G(x)(F(x)-1)
lim F(x)™* = e~

X—»o0

lim F(x)%*) =

X—> o

Luego, hallando L,

( 3 ] (3!1 +1)
L, =lim| 27 ] forma 1

""*“’\l]3"11
3 \
fim (3n2¢1{ % LI }
— e n°-n
L, =e

im (’;”) (3n2+1)

L, =e"" ™"

ar
Luego, L= 2‘['37 = 2°
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Algebra
Probhiema 48

C f(a+ x)
St Iim =12Jb+x
a-b Ja+x —vb+x

g(a +x) 2
li \/ b+
¥ e ¥orx-Yarx SNiD#x]

Hallar iim fla+b+x)
a~0 g(a+b+ x)

Resolucion:
Haciendo un cambio de variable:

a-b=h = Sia—>b = h->0
a=b+h

=> se tiene que

f(h+b +x)
11  (R—— s — =12Vb + x
-0 Jh+b+x —vb+x

g;(t]'FI)'+'Jf) 3 2
Iim 9\/ b+ x
0 b +x - +b+x ( )

= lim f(h+b+x)(2/b+x—\/3h+b+x)
n~0 g(h+b+x)(Vh+b+x —vb+x)

_12(b+x)"*
9(b+x)2/3 ..... (l)

Sea: b+x=m’ y h+b+x=n"

Jb+x—\/3h+b+x‘ m -n

—_ -
Jn+b+x-vb+x n*?-m?>?

3/2 3/2 2,

—(n—m)(n +m*'?) —(n- m)(n +m°

#(n3/2_m3/2)(n'3_/'2'+m3/2) (n-m)(n?+nm+m-

Reemplazando en (1)

= fim f(h+b+x){Vh+b+x +vb+x)(~1)

"0 oth +b + x)(Y(h +b + x)? + P +b+ B+ x) + (b +x)-

- 1im f(h+b+x) (- D2Vb+x 4 Jb+x

h—0 g(h+b+x) 3\/(b+x)2 3 ;3)(b+x)2

. lim f(h+b+x) -9

h—0 g(h+b +x)




CAPITULO VII Limites
-_— e Limites

Preblema 49
3 2 4 ~9
Calcular lim U+ 2 ; 1-22
z—0 2"+ 2Z
Resolucion:

(3/1+ 22 —1)+(l—3/1—2z) ]

Ty
im

z—0 zz-i-z =]Zl-l3?3 Z (]+Z)
( 31+ 22 -1) (1-41-22) 1

={ lim +1lim hm
\2*-)0 z z—() z y z—0 (] +z)

. (*)

' Bm (314 22 —I)(%/(sz)z +31+ 22 +l)
=0 z(?/(]+22)2 +31+ 22 +1)

o g =1222) (14 41-22) (14 - 27)
z—0 z(l+i/l——22)(]+\/l—22)

lm 2 . (2
=0 Z(1+41-22)(1+1=22) 2 )

Por lo tanto de (1) y (2) en (¥):

3 2 4
- I+ 22 -4 2z=( 1) 1 1

5 0+ — lim =
z->0 2" +Z 2/:-0z+1 2

Si a,be R* y lim axsen[a)—b—l y
X

X -0

A={xeR:ax+b>x2}

sup A=a+b

Hallar a’+b?

Resolucion:

. a) .. a’sen(z)
lim axsen| — |=1im
X-->o0 X z2-0 z

=a‘=b-1= b>]

De A se tiene x*~ax—b <0

atvaZ+4b
= X12 —
2
A
T ’ o
a-+a? +4b at+vya’+4b
2 2
2
a++va“+4b

cosup A= \/2 =a+b

. a+2b=+a?+4b

= a” +4ab+4b? = a7 +4b
b(a+b~1)=0

Como b21= a+b-1=0

Ademds, b-1=a’=-a = a+a’=(
Sa=0v a=-]

= (a=0 Ab=1) v (a=-1 A b =2)

L a‘+bh%=1v a’+b%=5

Problema 51
. Xxsenyx!
Evaluar hIm >
X-—ro0 X
Resolucién:

: X : i
lim —senx!=lim —senx!

X—rox x X-—ec x
.1 .
=] im — (llmsenx!):o
X=—) oo x X—>o0
4
Iener en cuenta que:
—1<senx!<i
. Xsenx!
Colim — =0
X3 X
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Problemas Propuestos

1. Dado: 5. De la figura:
2
[x[[(JQ—x]]
" x> 1
f(x) = x+
i X+3 D<x<l
+ 1
Halle el limite f(x); x — 1 " a-b
Calcule lim
a~>bC—d
A) 4/3 B) 1 C) -1
A1 B) 0 C) Y
2. Halle: (ab) si se cumple
lim(x}xz—x+l—ax—-b)=0 D) \/5 E) ﬁ.
X—>o0 y,
A) -1/2 B) 1/2 C) 1 6. Calcular
D) -1 E) 0 1 (50 2 4 on
lim +—+—+...+
x-e f149n2l 4+n 4 7 3n+lJ
3. En qué punto la funcién f(x)= Jx—[[x]’ no
tiene o no existe limite A) —g— B) -157- C) -1
A) R B) Z C) Q D) 2 B -
D) N E) {12} 3 2

4. Halle A y B de modo que la funcion

T
~-2senx; x < -—-5

f(x)= Asenx+B;—7—;- < X <12t—

i
COS X; x2—2- ,
L2
8. Calcule lirr}’lx]] il
sea continuo en todo R - I[x ]]-x
A) -1yl  B) 1y?2 C) 0y2 A) 0 B) 2 Cc) A
D) 2y3 E) Oy3 D) 1 E) 3
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CAPITULO VI Limites
9. Calcule: A) O B) C) 4o
2,2 D) 1 E) n
) ( 2)..)(
Iim| cos—
T x 15. Halle lim x, six, es igual a:
A) -1 B) 0 E)) e In-Yn+1
D) 1 © Yn+1-3Yn
10. Halle l‘{r_g X, si x,esigual a: A) - oo B) oo o) 1
1 D) n E) -1
n(s)nz—- ~n)
16. Halle lim x_ si x, esigual a:
A) 1 B) -2 C) 0 o
D) -1 E) 2 Yn®+n-vn
n+2+vn+l
11. Halle lim x,, si x, esigual a
N—ee _
Jn?+1-n A) 1 B) n C) -1
Jn+l-+vn D) © E) 2
A) 0 B) 1 C) -1 17. Halle lim x, six, esigual a:
D) 2 E) -2 T
n®+3n-2
12. Halle m x_ si x, esigual a 1+2+...+n
2
2n - V4n’ -] A) 2 B) I Q) -1
vyn2+3 -n D) n E) -2
A) -172 B) 1 ) 1/6 18. Halle lim x, six_ es igual a:
D) 1/2 E) —1 [1==yoo " n
1+3+5...+(2n-1)
13. Halle lim x six, es igual a: n3
JynZ+n-n-1 D) n ’ E) -n
A) 1/2 B) n C) 1 19. Halle lim x, si x, es igual a:
D) n® E) 0
n/3n - 2n
14. Halle lim x, six, es igual a:
Nn—>co JH
\/n2+l—n A) 1 B) Vn ©) 2
Jn®+1-nvn D) 3 E) -2
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Lumbreras Editores

20. Halle limx, ,si x, esiguala:

§/'§n3+l
3n° -2

A) O B) 1 C) 2

1

D)§ E) 2

21. Halle Iim x_ si x,, es igual a:

n—ooce

Ya® +b", a>0,b>0

A) {ab}  B) ¥n C) n”
D) max {a;b} E) -1

22. Halle lm x  si x, esigual a:

Nn—oe

%8 -1

Y16 -1
A) 3/4 B) 1/2 C) J2
D) 1 E) n

23. Halle im x,, si x, esigual a:

3%‘/1-6——4%_5“
(Y2 -1)?

A) O B) 1 C) 2
D) -1 E) 6

24. Halle llﬁl‘r;n X, Si x, es igual a:

3 5
-8 1-¥32
A) 1 B) 0 C) 1/2
D) -1 E) 2

392

Algebra

25. Halle lim x, si x, esigual a:

26.

27.

28.

29.

nN—oo

Ya™ -1

- ,a>1,k,meN
n/al\_]

Halle im (le)
n-eo n
A B 1
) n ) >
D) O
. 1Y
Halle lim (1“"2']
N—eoe n
A) 1 B) 0
D) n
e
Halle lim (1+-~
N—>co n)
A) JE B) 1
D) -1
Halle lim x_ si x,, es igual a:
¥n+a
A) -1 B) vn

D) 1

C) k

E) |

C) 1
E) -1

C) -1
E) n?

C) Ja

E) O



CAPITULO VII Limites
- Limutes

30. Halle lim x, si x, es igual a: A) -1 B) 2 C) -4
o D) n E) -8
Yan+b: abeR*

36. Halle Im x_ si x, esigual a:

n—oo

A) -1 B) vn C) 1 5/ -2n+3
D) 0 E) 2 Y n%+1
31. Halle lim x_ si x, es igual a: A) O B) Jn C) 0
- D) 1 E) I
Yn®-3n+1
37. Halle lim x, six, es igual a:
A) 1 B) -2 C) Jn n—es
D) n E) -1

S L O
n+1

32. Halle lim x_ six_ esigual a:

o0

A) 2 B) 4 C) -1
N ) ) ) |
D) n’ E) )
A) 0 B) Jn O BN
D) 1 E) n

38. Halle lim x,, si x, es igual a:

{j—c0

33. Halle lim x_ six_esigual a:

N—co l n
1+
9/2“ n’+2n-1 ( n(n+2)]
A) O B) -1 C) 2 , 1
D) n E) 1 — -
A) > B) - C) 1
34. Halle im x six, esigual a: D) n E _1
RN—co 2
Jr 1
Vn 27 39. Halle lim x_ six_esigual a:
Vi (27+3)
A) 1 B) C) vn .
n \ 2" +1 )
D) n F) -8 |
35. Halle Iim x_six_ esigual a: LA ! ! n 2
Un? —39n +2 D) 3 E) 1
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Algebra

40.

41.

Halle lIlm x_si x, es igual a:

N-»eo

(n?+1)
2...—
| n 2

/

Halle lim x,, si x, es igual a:

n—oc

( n?+n )
2
N +2n+2)
A) — B) 0) =
) - C i
o ]
D) —e ) .
42. Halle lim x_ si x, es igual a:
/nz—n+l\n
Kn2+n+1)
1 c _1_
A) . B) e ) o2
o L
D) —e ) -
Fvalie

43.

394

C{a*+2b*+3c* ©

lm -

A 0 )
A) 8abc B) abc
C) §abc3
D) 6abc E) O

44.

45. lim
v—ot Inx +1

46.

47.

48.

. senx
lm
voot X+1—-cosx

A) ¥a B) a" C) a
D) na E) 1

x{In x)*

A) % B) 0 C) 1

D) 2 E) 4

Halle el mayor valor de C de modo que:

XS 47X _ ,
lim =L sea finito y calcule e:

0" Y77 x™ +n

limite

N SeIX — XS€eli N

Calcule Iim
x-n T COSX — X COSn

Si existe

A) senn

B) (sen n—-n cos n)/(cosn+nsen n)
C) (nsen n - cos n)/{(ncos n+sen n)
D) (nsenn - cosn)/{(ncos n+ sen n)
E) no existe

St a, be R; halle:

. asen2x+bcosx? o
lim 5 ; S1 existe
n—es I+ x

A) a+b B) 1 C) O
D) No existe E)a



CAPITULO VII Limites

: 55. Calcul
(@ +2)(n?+4)(n% +6)...(n? + 2n) e
49. lim > > 5 5 >
no-{n“—-1) (n°-3)(n°-5)..(n°*-2n+1) . \/4+x+x - X
lim =——
A) e¥? B) 1 C) €°
D) e E) e™* A) 1l B) -1 C)0
1
[ o3 2 -2 )% S
. . an” +bn°+cn+d
50. Sabiendo que llil’l W B S
| < Thmonma ) 56. Calcule
“e” (“e” base In) halle a+b
es "e” (e ) lim 40\ xt +1-x2)
A) 3 B) 1 C) -1
D) -3 E) -2 A) -2 B) 2 C) 0
| D) 1 E) -1
51. La longitud de una circunferencia en la
geometria de Lovachesky se calcula por: 57. Calcule
R _mR >
f(R)= nR(eK +e ® ) donde K; ReR". ling \/42"“1;
xX— X< —
Para pasar a la geometria euclideana
K — . Luego halle f(2) en la geometria A) 7 B) 0 ) 1
euclideana. D) 2 E) -1
A) 4mu B) 2mp C) mu
D) 6mu E) 8mu 58. Calcule li_rf(} ﬂ9+x2]]
52. Calcule lim(x+§/l—-x3) A) 1 B) 2 C) 3
T D) -1 E) 0
A) 1 B) 2 C) - 59. Calcule
D) 0 E) -2
. x>~ x*+3x-3
lﬂ} x-1
53. Calcule lim.2tot--*D
N—r= n
A) -3 B) -2 C) 0
A) 1/4 B) 1/3 C) 1/2 D) 4 E) -4
D) -1/2 E) -1/4
60. C(alcular
- - "ng__2n ]
54. Calcule lim|vx?+x—vx2+9 lim 4
X—>00 | X n—2| n-2 B
A) -1/3 B) 1/2 C) 1 A) -4In?2 B) 0 C) 1
D) O E) -1 D) 2 E) In2
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